
 

第１３章 共鳴に及ぼす運動の効果 

 

13. 1 運動による尖鋭化 

スペクトルがFIDのフーリエ変換で表されることはすでに述べた．双極子―双極子相

互作用のある固体は，分子運動のない低温で，通常，幅の広い共鳴線を示す．一方，分

子運動の激しい液体では，幅の狭いシャープな共鳴線になる．これは“運動による尖鋭

化（motional narrowing）”として知られている現象である．ここでは，常磁性共鳴にお

ける交換相互作用による共鳴線の尖鋭化をとりあつかったAnderson-Weiss[1]の定式化

にしたがって，ラーモア周波数を定常的でかつガウス的なランダム関数と仮定して説明

する．Kubo-Tomita[2]は，非可逆過程の線形応答理論に基づいた量子統計の手法を用い

て，このような仮定によらずより厳密に取り扱った． 

多数のスピンからなるスピン系において，ラーモア周波数をωとω+dωに持つスピンの

個数の分布をP(ω )とすると，FIDは 

 ( ) ( )i t i tF t e P d eω ω ω ω= =< >∫        (13.1.1) 

と表すことができる．分布関数 P(ω ) は線形を表す関数で，低温の固体では，中心周

波数のまわりのガウス分布が，良く実験結果を説明することが知られている．第１２章

１節で述べたように，FIDはガウス型で減衰する． 

 分子が運動をすると，空間における方位に依存する双極子―双極子相互作用や四重極

相互作用，化学シフトの異方性も時間と共にランダムに変わるので，これらの相互作用

によって摂動を受けたラーモア周波数も時間と共に変わる．したがって，(13.1.1)の指

数のω t は位相 

 
0

( ) ( )
t

t tω dt′ ′Φ = ∫  

で置き換えなければならない．FIDは 
 ( ) exp{ ( )}F t i t=< Φ >  

である． 

 21 1 1( ) 1 ( ) { ( )} { ( )}
1! 2! !

nF t i t i t i t
n

= + < Φ > + < Φ > + + < Φ > +  

Φは0のまわりに対称に分布すると仮定すると，偶数次の平均のみが残る．近似として

展開の２次までを考え，さらに，expの上に乗せる． 
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 2 21 1( ) 1 { ( )} exp[ { ( )} ]
2 2

F t t t≈ − < Φ >≈ − < Φ >    (13.1.2) 

最後の式は，位相Φがガウス分布している場合には，F(t)の正しい式となることが示さ

れる．ここで， 

 2 2

0 0 0
( ) { ( ) } ( ) ( )

t t t
t t dt dt dt t tω ω ω′ ′ ′ ′′ ′< Φ >=< >= < >∫ ∫ ∫ ′′  

周波数のランダムな変動が定常的で，かつ，ガウス的であると仮定すると，

( ) ( )t tω ω′ ′′< >は と t′′の差のみの関数となるので，積分変数を t ′

 t t τ′′ ′= −  

で， t からτ に変えると，ラーモア周波数の相関関数の積分になる． ′′

 
0

( ) ( )
t t

t t
dt t t dω ω τ

′

′−
′ ′ ′< − >∫ ∫ τ  

積分は初めτ について行い，次いで，t′ について，図13. 1のａに示す範囲で行うが，こ

れを，(b) に示すように，最初に t ′について行い，次いでτ について行うように変える．

τ が一定なら ( ) ( )t tω ω τ′ ′< − >も一定であるので，積分は 

 
図13. 1 (13.1.4)の積分範囲 
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0

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t
t t t d t t t dτ ω ω τ τ τ ω ω τ τ

−
′ ′ ′ ′+ < − > + − < − >∫ ∫  

となる． ( ) ( )t tω ω τ′ ′< − >がτ の偶関数であることを考えると 

 2

0
{ ( )} 2 ( ) ( ) ( )

t
t t t t dτ ω ω τ τ′ ′< Φ >= − < − >∫    (13.1.3) 

と書くことができる． 

分子運動を定常なランダム過程として，ラーモア周波数の相関関数を 
 2( ) ( ) ( ) ( )G t t gω ωτ ω ω τ ω τ=< − >=< >     (13.1.4) 

で定義する．gωは 
 (0) 1gω =  

になるように規格化した相関関数である． 2ω< >は時刻0における，色々なスピンのラ

ーモア周波数の２乗平均である．周波数の相関関数を用いると 

 2

0
2 ( ) ( )

t
t G dωτ τ τ< Φ >= −∫  

と表される． 

 2

0
( ) exp{ ( ) ( ) }

t
F t t gω dω τ τ τ= − < > −∫     (13.1.5) 

ここで，２つの極限の場合を考える．観測時間 t の間で，常に 
 1gω =  

の場合， 

 2 21( ) exp{ }
2

F t tω= − < >  

となり，中心周波数からのずれの２乗平均が＜ω2＞のガウス型の共鳴線を与える．こ

れは分子運動のない場合に相当する． 

もう一方の極限は，ラーモア周波数の相関時間τc が短く 
  2 2 1cω τ< >

の場合で， 

 2 2
0 0( ) ( ) ( )t

ct g d t g d tω ω
2ω τ τ τ ω τ τ ω τ∞ ′< > − ≅< > =< >∫ ∫  

τc′ はτc 程度の値である． 
 2( ) exp( | | )cF t tω τ ′= − < >  

となり，線形はローレンツ型になる． 
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規格化した相関関数を 

 | |( ) exp( )
c

gω
ττ
τ

= −      (13.1.6) 

と仮定する．τc はラーモア周波数の相関時間である．これは，スピン対の方向あるい

は電場勾配テンソルの主軸と静磁場の方向のなす角をθ とすると，２次のLegendre多項

式 21 (3cos 1)
2

θ − の相関時間で，誘電緩和における電気双極子のDebyeの相関時間（誘電

緩和の場合，これを緩和時間といい，１次のLegendre多項式 cosθ の相関時間である．）

の1/3である．FIDは 

 2 2 | | | |( ) exp{ [exp( ) 1 ]}c
c c

t tF t ω τ τ τ= − < > − − +    (13.1.7) 

で与えられる．このフーリエ変換が線形を与えるので，τc の関数として，運動のない

場合のガウス型から運動の激しいときのローレンツ型までの線形の様子を示すことが

できる．図13. 2 にいくつかの
12 2

cω τ< > について計算した共鳴線を示す． 

 

図13. 2 いくつかの
12 2

cω τ< > について計算した共鳴線．縦軸は 2( )I ω ω< > ，横軸は

2ω ω< > で示す．ａ， 2 0.01cω τ< > = ；ｂ， 2 0.1cω τ< > = ；ｃ， 2 0.5cω τ< > = ；

ｄ， 2 1cω τ< > = ；ｅ， 2 1000cω τ< > =  
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13. 2 試料回転による尖鋭化 

分子運動によって線幅が狭くなる事実を人工的に利用して，試料を回転して線幅を

狭くすることを初めて行ったのはAndrew[3]である． 

双極子―双極子相互作用をしているスピン対を考えよう．スピン対を結ぶ距離をｒ，

スピン対と静磁場のなす角をθ とする．第５章に示したように，スペクトルはPakeダブ

レットになり，そのラーモア周波数は 
      (13.2.1a) 2

0 (3cos 1)Dω ω ω θ= ± −

で与えられる．ここで同種核では 

 
2 2

0
3

3
4 4D r
µ γω
π

=      (13.2.1b) 

異種核では 

 
2

0 1 2
34 2D r

µ γ γ
ω

π
=      (13.2.1c) 

である． 

図13. 3 に示すように，静磁場と回転軸のなす角をα ，回転軸とスピン対のなす角を

β ，静磁場と回転軸を含む面と回転軸とスピン対を含む面のなす角をφ とする．回転の

周波数をωr とすると 

 

図13. 3 静磁場B0，回転軸R，スピン対ベクトルr の関係 

 
 rtφ ω=  

である．球面三角の公式 
 cos cos cos sin sin cosθ α β α β φ= +  
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を用いて 

2 2 2 2 21 3 3(3cos 1) (3cos 1)(3cos 1) sin(2 )sin(2 )cos sin sin cos(2 )
2 2 2

θ α β α β φ α β− = − − + + φ

r

 

これを 
 2(3cos 1) cos cos(2 )ra b t c tθ ω− = + + ω    (13.2.2a) 

と書くと 

 2 21 (3cos 1)(3cos 1)
2

a α β= − −     (13.2.2b) 

 3 sin(2 )sin(2 )
2

b α β=      (13.2.2c) 

 2 23 sin sin
2

c α β=      (13.2.2d) 

である．ラーモア周波数は 
 0 { cos( ) cos(2 )D ra b t c t }rω ω ω ω ω= ± + +   

となる．＋の摂動周波数のみを考えると，位相は 

 
0

0 0

0

( ) ( ) cos( ) cos(2 )

( ) sin( ) sin( )
2

t t

D D r D r

D D
D r r

r r

t a t b t dt c t dt

b c
a t t t

ω ω ω ω ω ω

ω ω
ω ω ω ω

ω ω

′ ′ ′Φ = + + +∫ ∫

= + + +

′
 

なので， 

 0exp( ) exp{ ( ) sin( ) sin(2 )}
2

D D
D r

r r

b c
i i a t i t i

ω ω
ω ω ω ω

ω ω
Φ = + + + r t  

ここで第１種のBessel 関数 Jn による展開 

 exp( sin ) ( ) exp( )n
n

iz J z inθ θ
∞

=−∞
= ∑  

を用いると， 

0exp( ) exp{ ( ) } ( ) ( ) exp{ ( 2 ) }
2

D D
D n m

n m r r

b c
i i a t J J i n m

ω ω
r tω ω ω

ω ω
Φ = + +∑ ∑   (13.2.3) 

と書くことができる． 0( )Daω ω ω= + を中心周波数として，その周りにωr の整数倍離

れたところにサイドバンドを生ずる． 

 , 1
2

D D

r r

b cω ω
ω ω
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の場合，第１サイドバンドの相対強度は D rbω ω 程度になる． 

 ，すなわち，回転軸と静磁場のなす角が， 0a =

 1 1cos ( ) 54.7356
3

α −= = °     (13.2.4) 

を満たすとき，双極子―双極子相互作用による摂動周波数が0 になり，スペクトルの広

がりがなくなる．この角度をマジックアングルという．ちなみに，これは４面体角の半

分である． 

 試料を静磁場に対してマジックアングル傾いた回転軸の周りに回転する手法をMAS

（magic angle sample spinning）という．双極子―双極子相互作用をMASで消去するため

には数100KHz以上の高速回転が必要で，その実現は現在のところ不可能である．13Cの

固体高分解能NMRにおいては，1Hのデカップリングで1Hと13Cの間の双極子―双極子相

互作用を消去している． 

溶液高分解能NMRにおいて，分解能を高めるために，試料をZ 軸の周りにスピンニ

ングするが，これはXY方向の磁場の不均一によるラーモア周波数のずれを，試料回転

によって平均化するものである．静磁場の不均一が大きいときには，スピンニングサイ

ドバンドが現れる． 

MASの有効性が現れるのは，天然存在比の13Cの固体高分解能NMRにおいて，化学シ

フトの異方性によるラーモア周波数の広がりを消去する場合である．1Hと13Cの双極子

―双極子相互作用は1Hのデカップリングで消去できるが，化学シフトの異方性はMAS

でしか消去できないこと，また，13Cの化学シフトは10KHz程度あるはそれ以下の回転

で充分な分解能を得ることができる場合が多いことがその理由である． 

実験室系での化学シフトテンソルを 

 
XX XY XZ

YX YY YZ

ZX ZY ZZ

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ ⎟
⎟      (13.2.5a) 

回転軸をz′ 軸として，回転する試料に固定した座標系における化学シフトテンソルを 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

′ ′ ′⎛ ⎞
⎜′ ′ ′ ′= ⎜
⎜ ⎟

⎟
⎟

′ ′ ′⎝ ⎠

σ      (13.2.5b) 

とする．これらの座標系は図13. 4 に示すオイラー角の関数を要素にもつ行列 R で 

 1−′=σ Rσ R       (13.2.6) 

で結ばれている． 
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図13. 4 実験室系（XYZ，静磁場B0の方向をZ軸）と回転軸をZ’軸として，回転する試料に固定し
た座標系（X′, Y′’, Z′）との関係 

 

cos cos cos sin sin cos cos sin sin cos cos sin
sin cos cos cos sin sin cos sin cos cos sin sin

sin cos sin sin cos

α χ φ α φ α χ φ α φ α χ
α χ φ α φ α χ φ α φ α χ

χ φ χ φ χ

− +⎛ ⎞
⎜ ⎟= − − − +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

R
−

 

        (13.2.7) 

高磁場近似ではσZZのみが観測周波数に関与するので，(13.2.6)より 

 

2 2 2
11 12 13

2 2 2
21 22 23

2
31 32 33

cos sin cos sin sin cos sin cos

cos sin sin sin sin sin sin cos

cos cos sin sin cos sin cos

ZZσ σ φ χ σ φ φ χ σ φ χ

σ φ φ χ σ φ χ σ φ χ χ

σ φ χ χ σ φ χ χ σ χ

′ ′ ′= + +

′ ′ ′+ + +

′ ′ ′+ + +

χ

 

回転軸の周りに高速で回転しているとして，φ について平均化すると 

 
2 2

11 22 33

2
33

1 1sin sin cos
2 2

1 1 1} (1 3cos )[ { } ]
3 2 3

ZZ

Tr Tr

2σ σ χ σ χ σ

χ σ

′ ′ ′= + +

′ ′= + − −{σ σ

χ

′
   (13.2.8) 

χ がマジックアングルの時には，双極子―双極子相互作用と同様，異方性の部分は消え

る．トレースは座標変換によって変わらないので，主値の平均値になる． 
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 11 22 33
1 1{ } ( )
3 3 isoTr σ σ σ σ′ = + + =σ     (13.2.9) 

異方性が大きく回転速度が小さい場合には，スピンニングサイドバンドが現れる． 

 

13. 3 化学交換が線形に及ぼす影響 

核がラーモア周波数の異なるA，B２つの状態を行き来しているときの共鳴線の様子

を考えよう．原子が化学的環境の異なる２つの間で化学交換している場合である．Aお

よびBの状態にとどまっている滞在時間が長い，すなわち交換速度が遅い場合には，１

つの核はAあるいはBのいずれかの状態にあり，AあるいはBのいずれか１本の共鳴線を

示す．実際には，多数の核を扱うので，AおよびBの２本の共鳴線が観測され，その強

度は占拠率pA，pB に比例する．任意の交換速度における共鳴線の様子は，ブロッホ方

程式に化学交換の項を含めた修正ブロッホ方程式によって調べることができる[3]． 

MA+，MB+をA状態，B状態における複素横磁化とすると， 

 A
A A BA B

dM
M k M

dt
α+

+= − + +     (13.3.1a) 

 B
B B AB A

dM
M k M

dt
α+

+= − + +     (13.3.1b) 

 
2

1
A A

A
i k

T
α ω= + + AB      (13.3.1c) 

 
2

1
B B

B
i k

T
α ω= + + BA      (13.3.1d) 

ここでkAB はAからBへの巨視的な１次速度定数（分子内交換の場合），あるいは擬１次

速度定数（分子間交換の場合）である．詳細釣合いの定理から 
 A AB B BAp k p k=  

である．両辺のフーリエ積分をする． 

 
0 0 0

i t i t i tA
A A BA B

dM
e dt M e dt k M e dt

dt
ω ωα

∞ ∞ ∞
+

+ += − +∫ ∫ ∫ ω  

 (0) ( ) ( ) ( )A A A A BA BM i M M k Mω ω α ω ω+ + +− − = − + +  

 (0) ( ) ( ) ( )B B B B AB AM i M M k Mω ω α ω ω+ + +− − = − + +  

ここで 

 
2

1 ( )A A
A

i k
T

β ω ω= + − + AB， 
2

1 ( )B B
B

i k
T

β ω ω= + − + BA  
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とすると 
 ( ) ( ) (0)A A BA B AM k M Mβ ω ω+ + +− =     (13.3.2a) 

 ( ) ( ) (0)B B AB A BM k M Mβ ω ω+ + +− =     (13.3.2b) 

となる． 

 A BA

AB B

k
k
β

β
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
A  

 ( )
( )

( )
A

B

M
M

ω
ω

ω
+

+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
M  

 0
(0)

(0)
(0)

A A

B B

M p
M

M p
+

+

⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
M

⎞
⎟
⎠

 

とおくと 
 ( ) (0)ω =AM M   

したがって， 
  1( ) (0)ω −=M A M

ここで 

 1

| |

B BA

AB A

k
k

A

β
β−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=A  

であるから， 

 0( )
| |

B A BA B

AB A A B

p k pM
k p pA
β

ω
β

+⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

M  

全横磁化は 
 ( ) ( ) ( )total A BM M Mω ω ω+ + += +  

ここで 

 ( )1 1T =e  

とおくと 
 ( ) ( )T

totalM ω ω+ = e M  

したがって， 

 

0

0

( ) ( )
| |

( )
( )

total B A A B BA B AB A

B A A B BA B AB A

A B AB BA

M
M p p k p k p

A
p p k p k p

M
k k

ω β β

β β
β β

+ = + + +

+ + +
=

−
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ここで 

 1
AB

A
k

τ
= ， 1

BA
B

k
τ

=  

とおくと 

 0
[( ) ( ]

( )
[( 1)( 1) 1]

A B A B B A A B
total

A A B B

p p
M M

τ τ τ τ α α
ω

τ α τ α+
+ + +

=
+ + −

   (13.3.3) 

この実数部分が共鳴線を与える． 
図13. 5は色々なτ についての共鳴線の変化を示したものである． ，2 2 5A BT T= =

10Hz2
Aω

π = − ， 10Hz2
Bω

π = ， ，0.5A Bp p= = 2A Bτ τ τ= = として計算した．τ が小 

 

 
図13. 5 化学交換による線形の変化 ，2 2 5secA BT T= = 2 10HzAω π = − ， 2 10HzBω π = ，

，0.5A Bp p= = 2A Bτ τ τ= = として計算した．a， ( ) 2A B 4τ ω ω π− = ；b， ( ) 2 3A Bτ ω ω π− = ；

c ， ( ) 2A B 2τ ω ω π− = ； d ， ( ) 2A B 1.6τ ω ω π− = ； e ， ( ) 2 2A Bτ ω ω π− = ； f ，

( ) 2A B 1τ ω ω π− = ；g， ( ) 2A B 0.7τ ω ω π− =  
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さくなるに従って，共鳴線は２本のピークが合体し１本になることがわかる．その途中

で線幅の広い共鳴線になる．これを交換による広幅化（exchange broadening）という．

共鳴線が１本になってからは，τ が小さくなるにしたがって，線幅は狭くなる．これを

交換による尖鋭化（exchange narrowing）という． 

運動や化学交換によって共鳴線が変化するこをと見てきたが，第１１章で述べたデカ

ップリングによる共鳴線の変化はスピン空間における運動によるものである． 
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