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�� はじめに
ナップサック問題 ��������� ��	��
�� �� �� ���

はオペレーションズ・リサーチや情報工学における基
本問題の１つで� 様々な研究が行われ� 今日では数十
万変数の問題がさほど困難なく解かれるようになっ
ているが� 本稿ではこの問題の１つの拡張を考察す
る．すなわち� � 人のプレーヤーが � 個の商品の集合
� �! ��� "� � � � � �� のうちのいくつかを容量 � のナッ
プサックに収容するものとする．各商品 � � � には重
量 �� と利得 �� が付与されていて� 商品の集合 � は
共通商品群 �� と � 個の個別商品群 ��� ��� � � � � ��

に分かれている．すなわち�

������� ! �� �� ��� ! � �� �! 	 ��#� 

�防衛大学校 第 �� 期理工学研究科学生 情報数理専攻
��防衛大学校 情報工学科 教授

���防衛大学校 情報工学科 助教授
����防衛大学校 情報工学科 助手


� を商品 � をナップサックに入れるとき �� そう
でないとき $ の決定変数とし� $%� ベクトル � �!

�
�� 
�� � � � � 
� を解�

�

���

��
� � � ��#" 

を満たす解を実行可能解と呼ぶ．解 � に対し� プレー
ヤー � の利得はナップサック中の �� ��� の商品の
利得の総和

���� & ���� ��#' 

で表されるものとする．ここに�

���� �!
�

����

��
� ��#� 

で� 我々は（�#'）式の最小値を最大化することを目
的とする．この問題を 一般化ナップサック共有問題
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と呼ぶと� 問題は次のように定式化される．
�����
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����� & ���� � ��#, 

�� ��
�

���

��
� � � ��#� 


� � �$� ��� �� � � ��#- 

以下では� �� を .��/ の最適目的関数値� �� を個
別商品すべての集合と定義する．すなわち

�� �! ������� ��#0 

.��/ は� 個別商品群が存在しない（すなわち�

� ! $ の）場合� 通常の $%�ナップサック問題 ��� であ
り� 逆に共有商品群が存在しない（すなわち� �� ! �

の 場合は� ナップサック共有問題 ��������� ������)

��	��
�� ��� �� ��� �	� となる．�/ が既に 	
%

困難 
� であるので� それを一般化した .��/ もまた
	
%困難である．本問題のように� ��+%��� 型の目
的関数 �� ��� を持つ最適化問題は様々な場面で研究さ
れているが� ナップサック問題に関連するものとして
は ��	1� �� ��� 2��	��
� ��� ������ 	�� 34�� ��� ����

/	��
4� �
�� ���) ���� 5
����� ��� などがある# これ
らはすべて .��/ の特殊ケースと位置づけられる#

本稿では� .��/ を解くための厳密解法を提案し�

その有効性を数値実験により確かめる．まず� 一般性
を失うことなく以下を仮定する．

��# 問題のデータ �� �� � �� �� � � はすべて正
整数．

��# それぞれの商品群 �	 で� 商品は相対価値の大
きいものから順に番号付けられている．すなわ
ち� 
 ! $� �� � � � � � について �� �� � �	� � � ��

ならば� ����� � �������．

��#
�

���

�� � � かつ� �� � �� � � �．

�� 問題の分割と上下界値
��� 問題の分割

.��/を解くために� 以下の２つの問題を考える．
����� �

��+� ���� �"#� 

�� ��
�

����

��
� � � �"#" 


� � �$� ��� �� � �� �"#' 

� が与えられたとき� �/��� は商品群 �� に関する
通常の $%� ナップサック問題で� 数十万までの商品数
について� 数分程度の計算時間で解くことができる ��．
�/��� の最適目的関数値を ���
� �� で表し� 特に
���
��� を ���
�� と略記する．
また� 問題
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� � �$� ��� �� � �� �"#� 

の最適目的関数値を ����
�� とする．� が与えられた
場合� ��/�� はナップサック共有問題で� 数万商品ま
での問題を解くアルゴリズムが開発されている �� ���．
これらを用いると� 問題 .��/ は次の問題に帰着
される．
������

��+� ���� �! ���
�� & ����
�� � � �"#- 

�� �� $ � � � � �"#0 

さらに� ���
� �� の 6逆関数7を

���
� �� �! ����� 
 ���
��� � �� �"#8 

とし� ����
�� の逆関数 ����
�� も同様に定義する
と� 次が成立する ��．

定理 ���

�� ���
� �� � �
�
��
�� は� いずれも 9$�� におい

て単調非減少� 右連続な階段関数である．

��� ����
�� は ���
� �� �� � � � � を横方向に
加えあわせて得られる# すなわち�

����
�� !

��

���

���
��� �"#�$ 

��� 連続緩和
.��/の上下界値を得るため� �/��� 及び��/�� 

において制約条件 
� � �$� �� を $ � 
� � � に置
き換えた連続緩和問題 ��� を �/��� � ��/�� と
し� それらの最適目的関数値をそれぞれ ��
��� �

���
�� とする．また� これらの逆関数をそれぞれ
��
� �� � ���
�� と記す．このとき� 以下の定理が
得られる ���．
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定理 ���

�� ��
� �� � ���
�� はいずれも 9$�� におい
て区分的に線形� 単調非減少な凹関数である．

��� ���
�� は ��
� �� �� � � � � を横方向に
加え合わせて得られる．すなわち�

���
�� !

��

���

��
� �� �"#�� 

図 "#� は � ! "� � ! '$� 
��
 ! �$ �� ! $� �� " �

� ! �$$$ で� �� � �� を 9�� �$$$: 間の一様乱数とし
た場合の計算例で� 関数 ��
��� � � �
 ! �� " を細
い実線で� ��
��� と ���
�� � � を太い破線で示
し� それらの和

��� �! ��
�� & ���
�� � � �"#�" 

を太い実線で表している．

図 	
� 上下界値
�
�
 	
� �""�� ��� %���� $�-��#,

��� 上下界値

（"#�"）式で定義した ��� は区分的に線形な凹関
数で� � ! � で最大値 � ! ��� をとるとすると� � は
明らかに .��/ の一つの上界値となる．図 "#� では
� ! �888� � ! 00�0 である．
上の � において� �/��� � ��/��� � を厳密に解
くと� それらは .��/の実行可能解となり� そのとき
の目的関数値

� �! ���
��� & ����
�� � � �"#�' 

は明らかに .��/ の１つの下界値を与える．上の例
ではこれは � ! 0��� である．

�� 厳密解法
凹関数 ��� は� 一般に ;� より小さい � ! � と２
つの点で交わるが� このときの横座標を ��� �� とす
る（�� � ��）．これらは２分探索法により容易に求
められる# すると� .��/ の目的関数値 � の解がす
でに得られているので� 区間 9��� ��: 内の � について
のみ ���� ! ���
�� & ����
�� � � の最大値を求め
れば十分である．更に� ���
�� は単調非減少で右連続
な階段関数なので� ���
�� の不連続点についてのみ�

���� を計算すればよい．すなわち� 一般的な解法は
次のようになる．

解法 
 �

9��� ��: 間の ���
�� の各不連続点 � で� �/�� �

��/�� � � を厳密に解き� ���� を最大とする
� ! �� を求める．

図 "#� の例については� �� ! ��,��8� �� ! '�8��'

で� この間の ���
�� を ��� とともに図 '#� に示す．
区間 9��� ��: にふくまれる ���
�� の（� 個の）不連
続点で� ����
���� を解き� ���� を求めると� 図 '#�

の破線のようになり� �� ! ""�� で最大値 �� ! 0-�8

が得られる．

図 �
� 関数 ���� と �����

�
�
 �
� 4-������# ���� ��� �����

ところで� 上の解法を実行するためには� 9��� ��: 間
の ���
�� の不連続点を全て列挙する必要があるが�

このために� 次の逆問題を考える．
����� �

���� ��� �!
�

����

��
� �'#� 

�� ��
�

����

��
� � � �'#" 


� � �$� �� �'#' 
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この問題は� �� �! � � 
� と変数変換をすることに
より� 通常の $%� ナップサック問題と同じアルゴリズ
ムで解くことができる ���．

�'#' を $ � 
� � � と連続緩和した問題を <�/�� 

とすると� 以下が成立する#

定理 ���

<�/�� � <�/�� の最適目的関数値はそれぞれ
���
��� � ��
��� である#

���
�� の不連続点を全列挙するアルゴリズムは次
のようになる．

不連続点全列挙アルゴリズム�

���� �� � �! �� とする#

���� �� � � �� なら終了．そうでなければ
�/��� を解き� � �! ���
�� を求める．

���� �� <�/�� を解き� 最適目的関数値 � �!

���
��� を得る．��� � は不連続点なので�

これを出力する．

���� �� � �! �� � として ���� �へ戻る

図 '#" は上のアルゴリズムの挙動を示したもので� 図
中の =
 は ���� 
を意味する#

図 �
	 不連続点列挙アルゴリズム
�
�
 �
	 ��-&������� � ��#������-��+ "����#,

実際には� ���� � で �/��� を解くときに� 例え
ば >	�	1��*%�����のアルゴリズム �� を用いると� 不
連続点 ��� � が得られることが多い．このような場合
には� 上のアルゴリズムを若干工夫すると� ���� �の
<�/�� を解く部分を省略して� より高速な不連続点
の全列挙アルゴリズムを構築することができる．
ところで、解法 
では全ての不連続点で ��/���� 

を厳密に解いたが�この部分も下のように簡略化できる．

解法 � �

9��� ��: 内の ���
�� の各不連続点 � で� 次を実
行する．

���� �� �/�� を解き� ���
�� を得る．

���� �� ����
�� � � � � � ���
�� かどうかを
調べる．�
� なら ���� � へ� そうでなけ
れば ���� �へ進む．

���� �� � を � � ���
�� & ����
��� � により
更新する．

���� �� 次の不連続点へ進む#

上の ���� �の判定条件は

�� �! � � ���
�� �'#� 

とおくと

����
�� � � � �� �'#, 

となるが� これは

����
��
� � � � � �'#� 

と同値である．�'#, 式を判定するには� ��/�� � � 

を厳密に解き� ����
�� � � を求めれば良いが� これ
を何度も反復するのは時間がかかるので� 以下ではもっ
と簡便にこれを判定することを考える．
定理 "#�� "#" より� 次が成立することに注意する．

定理 ���

����
�� �

��

���

���
��� � � ����
�� � �'#- 

以上より� �'#, 式をチェックするには次の方法が考え
られる．

�� ��/��� � を解き� 直接 �'#, 式を確かめる#

��� <�/���
� を解き� �'#� 式を確かめる．

���� 次式を確かめる#

��

���

���
� ��
� � � � � � �'#0 

��? 次式を確かめる．

����
��
� � � � � � �'#8 
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定理 '#" より� これらの間には� �'#8 � �'#0 �

�'#� の関係がある# �'�0 � �'#8 は２分探索法で高速
にチェックできるので� 計算時間は ��? � �� の順に
長くなる．そこで� チェック・レベル �@3 を次のよう
に定める．

� @3 ! $� �� により �'#, 式を判定する．

� @3 ! �� ��� により �'#� 式を判定する．

� @3 ! "� ��? ���� の順にチェックする．

� @3 ! '� ��? ����� ���� の順にチェックする．

�� 数値実験
前節のアルゴリズムを AB�< @ 言語で実装し�

<�� C�D�$$$ �/�� �	�
� "-$ �@/E：/F�GC'%

<< ��/ " 1��� '-,�>* 上で� �� �� � を様々に変
えて� 一連の数値実験を行った．以下では� 全商品中で
共通商品群の占める比率を � �! 
��
�� で表し� 個
別商品群はすべて同数で� 
�	
 ! ��� � ��� とした．
また� 本節では �� と �� は以下の相関タイプにより
ランダムに発生させた．

� 無相関 �EB@FC 

�� � 9�� �$$$: の一様乱数

�� � 9�� �$$$: の一様乱数（�� と独立）

��� チェック・レベル
図 �#� は� � ! "$�0� � ! "$$� で� � ! "� �� 0�

� ! ��"� ���� ��0 としたときの計算時間 �@/E �
�# 

を示す． 各点はランダムな �$ 回の試行の平均値で
ある．
どのケースについても� チェック・レベルが $～' の
順に計算時間が短くなった．よって� 以下ではチェッ
ク・レベルは ' に固定する．
��� 既存ソフトとの比較

.��/は線形 $%�計画問題であるので� 市販の数理
計画ソフトを用いて解くことが可能である．ここでは�

国内で広範に用いられている BEF/� ��� と� 本稿の
アルゴリズムを比較する．
表 �#� は � ! ,�"� �$"�� "$�0� � ! "� �� 0� � !

��"� ���� ��0 の場合について� 計算時間と生成子問題
数（BEF/�）� �/ を解いた回数（��/：本稿の方
法）を示している．各行は� ランダムに発生した �$個
の例題についての平均で� BEF/�と本稿の方法は計
算が終了した場合については� すべて同じ結果を出力
した．BEF/� の項で� H としているのはメモリー

図 �
� チェック・レベルと計算時間
�
�
 �
� 5���! %���% ��� 56� ��&� �� #�����#,

不足で計算できなかったものや� ,$$$$秒以内の@/E

時間で計算が終了しなかったものを示している．
表で見るように� 本稿の方法は BEF/� に比べ圧
倒的に優勢である．
��� 利得と重量が無相関の場合
表 �#" �� ～�� に� � ! "$$� とした場合の結果
をまとめる．各行は �$ 回のランダムな試行の平均値
で� � 不連続� ���/� ��/ はそれぞれ� 9�
� �� : 内の
���
�� の不連続点の数と� ��/� �/を解いた回数を
示す．
図 �#"は� 表 �#" の計算時間を問題サイズ � の関数
として両対数スケールで示したもので� ほぼ直線状に
増加していることが分かる．

図 �
	 計算時間（無相関の場合�

�
�
 �
	 56� ��&� �� #�����# ���5�7�,

同様に� 図 �#'～�#, はそれぞれ� 最適目的関数値
��� � �/ を解いた回数 ���/ � および ���
�� の不
連続点の数 ��不連続点 を示している．これらから�

�# �� は � にほぼ比例して増加する．

"# 計算時間は大略 ���
 に比例する．すなわち� �

が "倍になると計算時間は約 �倍となる．
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表 ��� BEF/�との比較
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表 ��� 	�
 数値実験結果 �無相関� � ! � 

����� ��� 	�
 ��
 �
�4�� 	I 
+�
���
��� �EB@FC� � ! � #
� � 最適値 � 不連続 ���� ��� ������	


�
� 
�� 
��
�
�� 
���� ��� ����� ��
��


�� ������� ���� ��� ����� �����


�� ������� ���� 
�� 
���� ����



��� 
�� ����
��� �
��
 ��� 
����� 
����


�� 
������� 
�
�� ��
 ����� �����


�� 
������� ���� 
�
 
���� �����

���� 
�� �������� ����� ��
 ������ �����


�� ���
���
 ����� ��� ����� 
����


�� �������� 
���� 
�� �
��
 �����

���� 
�� 
����
��� 
����
 ��� ������ ������


�� �������
 ����� ��� 
����� �����


�� �������� ����� 
�� ����� ��
��

�
�� 
�� ��������� 
����� ��� ������ ����





�� 
�����
�
 �
��
 ��� ��
��� �
����


�� 
�������� ����� ��� ����� �����


���� 
�� �
������� ��

�� ��� 
������ ��������


�� �����
��
 
����� 
�� �����
 ������



�� �
������� ����� 
�� ����� ������

����� 
�� ������
�� ������ ��� 
������ 
��������


�� ��������
 
����� 
�� ��

�
 �������



�� ��������� ����� 
�
 
����� ����
��

表 ��� 	�
 数値実験結果 �無相関� � ! 0 
����� ��� 	�
 ��
 �
�4�� 	I 
+�
���
��� �EB@FC� � ! 0 #

� � 最適値 � 不連続 ���� ��� ������	


�
� 
�� 
���
��� 
���� ��� 
����� ��
��


�� ������� ���� ��� ����� ����



�� ������� ���� ��
 ��
�� �����


��� 
�� ����
��� ����� ��� �
���� 
����


�� 
������� 
���� ��� 
����
 �����


�� ������� ���� 
�� ����� �����

���� 
�� ���
���� ��
�� ��� ���
�
 �����


�� �������� �
��� ��� ������ 
����


�� 
������� ���� ��� ����
 �����

���� 
�� 
�������� 
����� ��� 
������ ������


�� �
�
�
�� ����� ��� ������ ��
��


�� �������� 
�
�
 
�� 
����� 
����

�
�� 
�� ��������� ������ ��� ��
���� �������


�� 
��
����� ����� ��� ������ ������


�� �������� ����� 
�� 
����� �����


���� 
�� ��������� �����
 ��� ������� �
������


�� ����
�
�� 
�
��� 
�� ������ �������


�� 
�����
�� ����� 
�� ������ ������

����� 
�� �����
��� �����
 ��� �
����� 
�
������


�� ���
����� 
����� 
�� ������ ��������


�� ��������� �

�� 
�� ������ �������

'# �� � を固定して� � を ��"� ���� ��0 と変える
と� ��� 計算時間� ��/� �不連続点 とも大幅に
減少する．

�# �� � を固定して� � を "� �� 0 と変えると�

�� は減少し� ��/ と計算時間は増加するが�

�不連続点 はさほど変化しない．
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ことが分かる．
ここで� ' は � を小さくすると� 部分問題として解
かれる $%�ナップサック問題のサイズが全体的に小さ
くなることによると考えられる．また� � を固定して
� を増やした場合� 共通商品数が不変であることから
� のようになると思われる．

図 �
� 最適目的関数値 ����

�
�
 �
� �"��&�% �$0������ ��%-� ��,

図 �
� ナップサック問題を解く回数 ���6�

�
�
 �
� ��� �-&$�� � �6# #�%���,

��� � の影響
共有商品群の比率 � を変えたときの計算時間を
図 �#� に示す．ここで� � ! "$�0� �$8�� � ! "� �� 0�

� ! "$$�で� � ! �は単純なナップサック問題（�/ 

を� � ! $ はナップサック共有問題（��/ を意味す
る．各点は �$回のランダムな計測の平均値である．
図 �#� から� 計算時間は � の関数と考えると� � !

$� � の場合に小さく� � が $#- から $#8 あたりにピー
クを持つ� 単峰性の形をなしている．� ! � に近い側
にピークがあり� � � $�" では計算時間が小さいのが
特徴である．

図 �
� 不連続点数 �� 不連続�

�
�
 �
� ��� �-&$�� � ��#������-��+ "����#,

図 �
� 	 と計算時間の関係
�
�
 �
� 	 �#, 56� ��&� �� #�����#,

図 �
� 容量 
 と計算時間の関係
�
�
 �
� 5�"����+ �#, 56� ��&� �� #�����#,
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��� 容量の影響
図 �#- は � ! "$�0� � ! ��"� � ! "� �� 0 で� 容量

� を � ! �� としたときの計算時間を $ � � � ,$$

の関数として表示したものである．商品の重量 �� が
9�� �$$$: の一様乱数なので� � ! ,$$ はほとんど全て
の商品が収容可能であることを示す．� が "$$～'$$

付近にピークがある関数となっている．

�� 数値実験：利得と重量の間に相関のある場合
商品の利得と重量の間の相関の影響を調べるために�

相関タイプとして前節の EB@FC 以外に� 次の２つ
のケースを考える ���．

� 弱相関 ��GA� 

�� � 9�� �$$$: の一様乱数

�� � 9�� � �� & "$$: の一様乱数

� 強相関 ���CFB. 

�� � 9�� �$$$: の一様乱数

�� � �� ! �� & �$$

��� 弱相関の場合
表 ,%� �� ～�� は� 弱相関（�GA� の場合の結果
を示す．表の見方は表 �#" と同様で� 各行は � ! "$$�

のときのランダムな �$ 回の試行の平均値である．
表 �#" と表 ,#� を比較すると� �� と �� の間の相関
の有無により� 以下の差異が生じることが認められる．

�# �� �� � が同じ場合� � 不連続� ��/ は全般に
�GA� の場合の方が EB@FCに比べかなり
小さい．

"# その結果� 計算時間も�GA�の場合の方が全
般にかなり少なくて済んでいる．

'# 最適目的関数値は� 同じ �� � で比較すると�

� ! " では EB@FCの場合より�GA�の場
合の方がやや小さく� � ! 0 ではその逆となる．

このうち� �# と "# は以下のように説明される．す
なわち� EB@FC の場合� 関数 ��� は図 "#� に示し
たように� 緩やかに上に湾曲した凹関数となり� 区間
9��� ��: の幅が大となる# これに対し� �GA�の場合
は図 ,#� に示したように ��
�� � ���
�� が直線に
近くなり� その結果 ��� が鋭角的なピークを持って�

9��� ��: の幅が極めて小さくなる．これより� この区間
に含まれる不連続点数も� �/ を解く回数も小さくな
り� そのために計算時間も少なくてすむと考えられる．

図 �
� 関数 ����（弱相関の場合）
�
�
 �
� 4-������ ����  �� ��� ��#� � ��
�,

��� 強相関の場合

この場合の結果を表 ,#" に示す．� � "$�0 ではほ
とんど歯がたたず� � � �$"� でも � ! ��" の場合
は @/E 時間 ,$$$$ 秒以内に解けたケースは皆無で
あった．
この原因は� アルゴリズム中で �/ を何回か解くわ
けであるが� 強相関の場合 �/を解くこと自体が極め
て難しい ��� ということに尽きる．従って� この種類
の問題については� �/ を反復して解くという本稿の
アプローチでは� これ以上のサイズの問題を厳密に解
くことは望み薄と言わざるを得ない．
ただし� 実際に解けた問題については何れも最初の
近似解（すなわち� "#' 節の � を与える実行可能解）
がそのまま最適解となっており� 計算時間の大半は最
適性の確認に費やされている# 従って� このような場
合でも本稿の方法は短時間で精度の高い解を見出す近
似解法として有望と思われる#

�� まとめ
前に報告したナップサック共有問題を拡張して一般
化ナップサック共有問題を定式化し� それを厳密に解
くアルゴリズムを構築した．その結果� 商品の利得と
重量間に相関がない場合� もしくは相関が弱い場合に
ついては数万個までの商品を含む問題を解くことがで
きた．
本稿の方法は� �/を反復して解くことにより.��/

を解こうとするものなので� 相関の強い場合には別の
アプローチなど� 何らかの工夫が必要となる．これに
ついては今後の課題としたい．

( 8 (
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