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はオペレーションズ・リサーチや情報工学において
基本的問題の � つで，この問題やさまざまな変型
�� �� �� ��� ��� について数多くの研究がなされてきたが，
本稿ではナップサック容量 � が固定されておらず，区
間  ��� ��! 内のあらゆる値をとり得る場合を考察する．
すなわち，"#を  ��� ��! 内の全ての � について，パ
ラメトリックに解くことを考える．

以下においては$ 問題のデータ �� � �� �� % �� � � � �

�� はすべて正整数とする� "# の最適目的関数値を
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���� と表し，これを � の関数と考えたものをナップ
サック関数 	� というが$ 　これは単調非減少$ 　右連
続な階段関数となる� �� ��� 　この関数上の点 ��� �����

が ���� の不連続点であるとは

&��
���

���� �� �% ���� �����

を意味する�　

問題は  ��� ��! 間で ���� のすべての不連続点を列
挙することであるが$ このような問題は一般化ナップ
サック共有問題 �� �� を解く際などにも重要な部分問題
として現れる�　　

�� 従来の方法

� の区間が  �� ��! の場合$ すなわち �� % � のと
きは，動的計画法 �� 
� ��� �
������ '(
)(�����) �

*#� と，それを改良した +��,����($ -&&���の方
法 ���（以下��法と呼ぶ）が知られている．本節で
は，後に必要となる範囲でこれらについて概説する．

��� 動的計画法

商品 �～	 についてのナップサック問題

. � .
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を考え，����� をその最適目的関数値とすると，	 � �

の場合最適性の原理 �� より

����� %��
�

������������ ������� ��� / ����

� � ��の場合
�������� その他

�����

が成立する� 	 % � の場合は

����� 	 � ���0�

である．そこで，	 % �� �� � � � の順に  �� ��! 内のすべ
ての � について ����� を逐次計算して行くと，�����

が求めるナップサック関数 ���� となる．
動的計画法では 	 % �� � � � � � について，すべての
整数値 � �  �� ��! で ����� の値を計算するので，そ
の計算量は 
����� となり，� や �� （または，これ
ら両方）が大きい場合には効率が悪い．
��� ��法

この方法は，動的計画法と同様に �����式を基礎とす
るが，すべての � �  �� ��! で ����� を計算するのでは
なく，不連続点のみで �����を計算する．これを説明す
るために以下の記号を導入する．一般に，右連続な階段
関数 ���� に対してその不連続点全体の集合を �����

と記し，その個々の要素を ����� �
�
��� 	 % �� � � � � ����

と表す．すなわち，

����� % ������ �
�
�� 
 	 % �� � � � � ����� �����

で，一般性を失うことなく，

��� % ��� 	 � ���1�

��� 
 ��� 
 � � � 
 ������ ���2�

と仮定する．ここで，���� �% 
�����
．
２つの右連続な階段関数 ����� ���� の不連続点の集
合 ������ ����� に対し，���� �% ��������� �����

の不連続点集合 ����� を求める操作を ����� ���� の

��� 階段関数 ����� ����

��� 2��� ��������� ���� ��& ����#

��� 縦方向マージの結果
��� 3�!������" ��!'�& ��������#

図 	
� 階段関数とそれらの縦方向マージ
�
�
 	
� 2��� ��������� ��& ����!  �!����� ��!'�#

縦方向マージ という（図 ��� 参照）．このためのアル
ゴリズム 3 ��()� は次のように与えられる．

アルゴリズム � 	
��


入力：������ �����

出力：�����

�
� �� ����� � ���� ����

�� �� � � �� 	� � とする．

�
� �� ��� % ��� % � なら ����� を出力し

て終了．

�
� �� ��� 
 ��� なら 4��' � へ，��� � ���

なら 4��' 0 へ進む．��� % ��� の場合
は，��� � ��� なら 4��' � へ，��� 
 ���
なら 4��' 0 へ進む．


�
� �� ��� ��� 
 ��� なら
����� � ����� 
 ������ �

�
��� $

	� 	 / � とする．
���� �� � / � として 4��' � へ戻る．


�
� �� ��� ��� 
 ��� なら
����� � ����� 
 ������ �

�
��� $

	� 	 / � とする．
���� � � � / � として 4��' � へ戻る．

. � .
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ところで，

�	������ �%�
������� ��� / ��� � � ��の場合
�� その他

���5�

とすると，�	������ は ������� を ���� ��� だけシフ
ト（平行移動）したもので，これを用いると �����式は

����� % ������������ �	������� ������

と書ける．
+-法は，����� 	 � から始めて，������ 式によっ
て ����� を逐次 	 % � まで求めるもので，次のよう
にシフトと 3 ��()� を交互に反復する．

��法

�
� �� ����� 	 � とする．

�
� �� 	 % �� �� � � � � � について以下を行う．

��� ������� をシフトして �	������ を得る．
���� ������� と �	������ に 3 ��()� を適用し
て ����� を得る．

��� 既存の方法の問題点
本章であげた２つの方法のうち，+-法は動的計画
法に比べかなり大規模な問題を解くことができるが，
これらはいずれも �� % � の場合を対象としており，
�� がある程度大きくなると計算の無駄が多くなる．
これに対して，�� が大きく  ��� ��! の幅はさほど大
きくないときに，  ��� ��! の範囲のみで "#をパラメ
トリックに解きたいことが生じる �� �� が，これについ
ての先行研究は見当たらない．

�� 下方探索法
ナップサック関数 ���� において，任意の整数 � � �

に対し$ 横座標が � を超えない範囲で最大の不連続点
を ���� と記す．すなわち，���� % ���� ������ とす
ると，

�� % ������ 
 ����� % ����� �����

���� を求めるために次の逆問題を考える．

������ �

��������

��
���

���� �����

������� �


��
���

���� � � �����

�� � ��� ��� �� �����

この問題の最適目的関数値を ���� とすると，���� と
���� は互いに他の 6逆関数7 となっている．��

� が与えられたとき，問題 "#��� を解くと，� %

���� が得られる．次にこの � に対して，8"#��� を解
くと不連続点 ���� が求められる．このことを利用す
ると，次のアルゴリズムにより  ��� ��! 内の不連続点
をすべて列挙することができる．この方法は， � % ��

から逐次 � の値を下げながら不連続点を探索していく
ので，下方探索法（

9�9�(
 ���(�,）と呼ぶ．

下方探索法

�
� �� � �% ��


�
� �� � � �� なら終了．そうでなければ
"#��� を解き，� �% ���� を求める．


�
� �� 8"#���を解き，最適関数値 �� �% ����

を得る．���� % ���� �� は不連続点な
ので，これを出力する．


�
� �� � �% �� � � として 4��' �へ戻る�

図 ��� は上のアルゴリズムの挙動を示したもので，
図中の �� は 4��' � を意味する．

図 �
� 下方探索法の挙動
�
�
 �
� ��$�$�!& ���!��#

例 ���

表 ��� で �� % �� �� % �� としたときの下方探索法
の動作を表 ��� に示す．この例では全体で �� 回ナッ
プサック問題を解き，図 ��� のように �� 個の不連続
点を得ている．

表 �
� 商品データ
����� �
� 4!����� &���#

商品 � � 1 � � 5

利得 �� 5 6 � �� 7

重量 �� 1 �1 �� 8 �

. � .
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表 �
	 下方探索法の挙動
����� �
	 9��� ��! �� ��� &�$�$�!& ���!��#

ステップ � � ��

� �1 �5 ��

� �� �1 18

1 17 17 1�

� 15 15 11

� 1� 1� ��

5 �5 �8 ��

� �� �� ��

7 6 �1 8

8 7 7 �

6 5 5 1

�� � � �

ところで，上の方法では１つの不連続点を得るの
に "# と 8"#の２つのナップサック問題を解く必要
がある．しかし，� が大きい場合ナップサック問題を
厳密に解くにはある程度時間がかかるので，この回数
をさらに削減することが望ましい．このために次の事
実を利用する．今，ナップサック問題 "#を解くため
に:
(
9���;4�,��法 ��（�
法）を用いるものとし，
その結果得られる点を ���� % ������� ������ と記
すと，���� は 5�< 以上の確率で不連続点 ���� と
一致することが実験的に確かめられる．このことを利
用すると，次のアルゴリズムが得られる．

下方探索法（改良版）

�
� �� � �% �� とし，���� を計算する．

�
� �� � � �� なら終了．

�
� �� �� � ����� � � とし，����� を計算

する�


�
� �� もし ������ 
 ����� ならば，����

は不連続点であることが確認されたの
で，これを出力する．


�
� �� �� ��� ���� � ����� として 4��' �

へ戻る．

この場合，�� 
 � なので ������ � ����� である
が，さらに ������ 
 ����� か$ ������ % ����� か
によって次の �つの場合が生じる�

������ 
 ����� のときは$ ���� は不連続点で$

4��' �で出力される．これに対して，������ % �����

の場合は ���� は不連続点でない．この場合は � に対
応する不連続点 ���� を求めるのに，�回以上 :4法
を適用することになる．実際には，前者が後者よりも
はるかに多く生起するので，１つの不連続点について
"#を �回解けば良いことが多い．

図 ���下方探索法の実行例
���� ��� =���&� 
> �,� 

9�9�(
 ���(�,�

例 ���

下方探索法（改良版）を例 ��� と同じ問題に適用す
ると，その動作は表 ��� のようになる．

表 �
� 改良アルゴリズムの動作
����� �
� 9��� ��! �� ��� ���!� �& ��'�!����#

ステップ �
����

��
�����

� �� �� � �� ��

� �1 ���� �5�� �� �18� �1�

� �� �18� �1�� 17 �1�� 17�

1 17 �1�� 17�� 15 �1�� 15�

� 15 �1�� 15� 11 �11� 15�

� 11 �11� 15�� 1� ���� 1��

5 1� ���� 1��� �5 ���� �8�

� �5 ���� �8�� �� ���� ���

7 �� ���� ���� 6 � 8� �1�

8 6 � 8� �1�� 7 � �� 7�

6 7 � �� 7�� 5 � 1� 5�

�� 5 � 1� 5�� � � �� ��

上の表で，下線は :4法によりナップサック問題を
解いたことを意味し，� は不連続点として出力された
点を表す．全体で，ナップサック問題を ��回解いて前
と同様の ��個の不連続点を得ている．例 ��� に比べ，
"#を解く回数が約半分ですんでいることがわかる．

�� 複合法
本節では，+-法と下方探索法を組み合わせた複合法

（,��(�
 ���,

）と呼ぶ方法を考える．今， ��� ��!

で商品 �～	�� についてのナップサック関数 �������

が図 ��� のとおりであったとする．

. � .
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������� を ���� ��� だけシフトした関数 �	������

は図 ��� の破線（■ � � �■部分）のようになるが，区
間  ��� �� / ��! 間でこの関数は未知である．そこで，
この区間を対象に商品 �～	 � � に関するナップサッ
ク関数を下方探索法で求めると， ��� ��! 全体で関数
�	������ が復元される（復元された部分を▲ � � � ▲で
示す）．複合法は次のようにまとめられる．

複合法

�
� �� ����� 	 � とする．

�
� �� 	 % �� �� � � � � � について以下を行う．

��� 関数 ������� を ���� ��� だけシフトする．
����  ��� �� /��! で商品 �～	 � � について
下方探索法を適用して �	������ を復元する．

����� ������� と �	������ を縦方向マージして
����� を得る．

例 ���

例 ��� と同じ問題で �� % 5� �� % �� として複合法
を適用すると$ ナップサック問題を ��回解いて図 ���

のように 1 個の不連続点を得た．

�� 数値実験

前章のアルゴリズムを ?+48 @ 言語で実装し$

8�� =4A���� 4#�� �

�& �1� �@#-：#BCD=�;

88 4�# � 9��$ �10�:�� 上で$ �� ��� �� を様々に変
えて一連の数値実験を行った� また$ �� と �� は以下
の相関タイプ ��� によりランダムに発生させた�

� 無相関 �-+@B=�

�� �  �� �����! の一様乱数

�� �  �� �����! の一様乱数で，�� と独立

� 弱相関 �CD?"�

�� �  �� �����! の一様乱数

�� �  �� � �� / ���! の一様乱数

��� 無相関の場合

0��～0�� 節では-+@B=の場合の結果をまとめる．
表 0�� は，�� % �����$ �� % �� / ����� の場合（以
下，これを実験 � と呼ぶ）で，各行は �� 回のランダ
ムな試行の平均値であり$ �*@$ �*@��
��&�$ �"# は
それぞれ$  ��� ��! と  �� ��! 内の ���� の不連続点数$

および "# を解いた回数を示す� また @#-は計算に
要した @#-時間を秒で示している．

図 �
� 関数 �������

�
�
 �
� :������� ������� #

図 �
	 複合法
�
�
 �
	 ;"�!�& �����&#

図 �
� 複合法の実行例
�
�
 �
� <����� �� ��� �"�!�& �����&#

. 0 .
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表 ��� 無相関の場合
����
 ��� �,� ���
((�&���
 ���� �-+@B=��

� �*@
+-法 下方探索法 複合法

�*@��
��&� @#- �"# @#- �"# @#-

2�� �2��� 00�0��� ���� �5��� ���2 �2���1 ����

���� ����5 20�5��� 0��2 ����� ���1 �����5 �����

���� ����0 ���51��� 2�1� ����5 ���� �511�2 �����

���� ����2 �0��2��� ����� ����0 ���� �����0 ����2

���� �25�� �5220��1 ����2 0���2 1��� �52��1 ���0�

�2�� 00��1 ���550�� ���52 0�0�2 ����5 �0�5�� �2���

���� 02��� �52�00�� ����5 ����� ���5� 0��0�� 25�1�

���� ������ ���2����� ��2�52 ��02�5 2���� ���2��0 15����

���� ������ ��1�5�1�� ���5�0� �0�1�� �2���� �2�0��� ��2��0�

2��� �5�5�� �05��2��� �����50 ���5�� 1����� ��21��� 1�22���

����� ���2�0 0�������� ���2�5� ������ �����2� ��2���1 ����2���

図 0�� $ 0�� は$ 表 0�� の計算時間および不連続点
数を問題サイズ � の関数として示したものである．こ
れらから，本章の例では

�� 計算速度は下方探索法，+-法，複合法の順で
ある（図 0�� ）$

�� 不連続点数は � にほぼ比例する（図 0�� ）$

ことがわかる．複合法は不連続点を全列挙するアルゴ
リズムとしては他の方法に劣るが，� 個の商品につい
てのナップサック関数が求められているときに，商品
�/ �� �/ �� � � � が１つずつ追加されるような場合に，
ナップサック関数を逐次更新していく，6オンライン・
アルゴリズム7としては有用と考えられる．
表 0�� の下方探索法について，不連続点数と "#

を解いた回数の比率を図 0�� に示す．これから，"#

を解く回数は不連続点数の ��� 倍程度であることがわ
かる．
��� 区間幅の影響

表 0�� に，区間幅を 0���� とした場合の結果をま
とめる� すなわち，�� % ������ �� % �� / 0����

（実験 �）で，各行は表 0�� と同様，�� 回の試行の平
均値である．E は ����� 秒以内の @#- 時間で計算
が終了しなかったケースを含むものを示している�

図 0�� は表 0��（実験 �）と表 0��（実験 �）の比
較，すなわち，区間幅が ����� と 0���� の場合の計
算時間の比較である．これから，
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ナップサック関数の不連続点を全列挙するアルゴリズム

表 ��� 区間幅 0���� の場合 �-+@B=�

����
 ��� �,� -+@B= ���� 9��, �� � �� % 0�����

� �*@
+-法 下方探索法 複合法

�*@��
��&� @#- �"# @#- �"# @#-
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���� �50��� ��20�5�� 2�10 �55��1 �2��� ���2�0 �2���

���� ��0��1 �0���0�� ����1 ��55�� ����� �0���� ���5�
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���� �5�0�� ��0������ ������ 0�5��1 �����2 ������0 �������

���� 1����� ��2�12��5 ��0��00 12���2 ��11��� �2�0��� ��1���5

2��� 52���5 ������1�5 ��0��2� ���2��� �051��� ��21��� 2055�21

����� ���1��� 0�1�5���� ������� ����0�� ������2 E E

�� 下方探索法では，計算時間は区間幅に比例して
いる$ すなわち，区間幅が 0 倍となると計算時
間もほぼ 0 倍となっている$

�� +-法では，区間幅の影響はほとんど受けない$

�� 区間幅が大きい場合は，下方探索法より+-法
が速い$

ことがわかる．

��� 区間の位置の影響

表 0�� は，�� % �����$ �� % �� / ����� とした
場合（実験 �）の結果である� 表中で E としている
のはメモリー不足で計算できなかったケースを含むも
のを示している�

図 0�0 ～ 0�� は表 0��（実験 �）と表 0��（実験 �），
すなわち，区間の位置が �� % ����� と �� % �����

の場合の不連続点数と計算時間の比較である．これら
から，以下が観察される�

�� 区間の位置によって，不連続点数はかなり差が
ある．

�� 下方探索法では，計算時間は区間の位置の影響
をあまり受けない$

�� +-法も計算時間は区間の影響をあまり受けな
いが，探索範囲  �� ��! が広くなるとメモリー
不足で計算ができなくなるケースが生じる．

図 �
� 不連続点数と =4 を解く回数の比較
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図 ��� 探索幅の影響
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表 ��� 区間の位置 �� % ����� の場合 �-+@B=�

����
 ��� �,� -+@B= ���� 9��, �� % ������

� �*@
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��� 相関の影響
表 0�� は弱相関の場合の結果（実験 �）である� 複
合法はどのケースも ����� 秒以上の @#- 時間を要
したので，比較の対象から除外した．表中で E とし
ているのはメモリー不足で計算できなかったケースを
含むものを示している�

図 0�1 ～ 0�2 は表 0�� （実験 �）と表 0�� （実験
�），すなわち，無相関と弱相関の場合の不連続点数と
計算時間の比較である．これらから，

�� 相関がある場合，不連続点数はかなり大きくな
り，その結果計算時間も大きくなる$

ことが認められる．
この理由は以下のように説明される．図 0�5 ～ 0���

は � % 2 の場合の-+@B=$ CD?" のナップサック
関数のグラフである．この２つを比べると，-+@B=

の場合，ナップサック関数の上側包絡線は緩やかに上
に湾曲した凹関数となり，各不連続点の間隔が大きい
のに対し，CD?"の場合は対応する関数が直線的で，
各不連続点の間隔は小さい．したがって，相関がある
と不連続点数は大きくなり，その結果計算もそれに比
例して困難になると考えられる．

�� まとめ
ナップサック関数 ���� の不連続点で$ 区間  ��� ��!

に含まれるものを全列挙するアルゴリズムとして下方
探索法と複合法を提案し$ @ 言語で実装した� 既存の
+�法と併せてそれらの効率を数値実験により評価し
たところ$ �� が大で区間幅 �� � �� があまり大きくな
い場合には下方探索法が他の方法より効率的であるこ

図 �
� 探索区間の位置と不連続点数
�
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図 �
� 探索区間の位置の影響
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ナップサック関数の不連続点を全列挙するアルゴリズム

表 ��� 弱相関の場合 �CD?"�
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図 ��� 相関と不連続点数
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図 �� 相関の影響
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図 ��! ナップサック関数：無相関の場合
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図 ���� ナップサック関数：弱相関の場合
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とがわかった� 複合法は$ 商品が一つずつ追加させる
ような場合に$ ナップサック関数を逐次更新するオン
ライン � アルゴリズムとして使用するのが適当と考え
られる
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