
防衛大学校理工学研究報告

第 �� 巻 第 � 号
平成 ��年 �月

付加制約のあるナップサック問題の近似解法と厳密解法

セニスカ アミント � 柳 秉俊 �

山田 武夫 ��

�平成 ��年 �月 ��日受付； 平成 ��年 �月 ��日受理�

��������� �	
 ����� 
��������� ��� ��� �	������ ������� ���� ��
� ��	�����	��

�� ���	�
�� ���	
��
 ��
 ��
	��
	� ��� ������ ����� ��

概要� �� ���� ����� �� ��� ��������� ���� �� � !������� �" ��� #������# ���$%� ��&�' �� ��
�������( �&�) ���� ��� �� ���������� ���� ���*� ��� ���+��) �� ��!� � #������# �" � *,�� �������()

��� ��� ���$%� �� �� ����� ��� �� ���� �% ��� �" ��� � �� $� ���#�� ���� ��� #������#' -���!��)

�� ��� ��./���� �� �����"( �� � ���� ����������� �� ��%%' 0/�� � ���$%� ���%/��� ��� ���1/����!�%(

����������� #������# ���$%� �23�&�) ��� ��� ���������� ���������� #������# ���$%� �&3�&�

� ��+ ������' 4� ������� �� �������� ���� �� $���� ��� 5�+���+��� ��%�,����� ��� ��� ��++��+ ����

�� ��%!� ����� ���$%� � �� ���� �%��(' 
���/+� ����  �����) �� ��� �$%� �� ��%!� 23�&� �� ��%% ��

&3�&� ���� ���/����� �" ��� � ������ � �������$%� �� �/���+ �� �'

��� ����� � #������# ���$%� ) �� $��������% ���� �6�����) ���� �����������'

�� はじめに

ナップサック問題 ��������� ������ ! �"# �� ��

は �$ や情報科学分野の基本問題で
 多数の研究
がなされているが
 本稿ではこれにいくつかの制約
式が付加された場合を考える% このような問題の例
には
 多次元ナップサック問題 � &�'()�( ���(����
�������� ������ ! ��"# �� や
 排他制約付きナッ
プサック問題 ��(�*&��'(+��� ����'��(��� ��������
������ ! �,�"# ��� ���
 順序制約付きナップサック
問題 �����������)����'��(��� �������� ������ !

",�"# �� ��� などがある% 通常のナップサック問題が
すでに ���困難 �� なので
 その拡張であるこれらの
問題もまた ��)困難である%

�,�"は次のように定式化される%
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通常のナップサック問題の場合と同様に
 �� � �� は商
品の利得と重量で
 � はナップサックの容量である% さ
らに
 � / ��� 0� 	 	 	 � 
� は商品の集合
 � は排他的
な商品対の集合を表しており
 � / ����# は無向グ
ラフである%
また
 ",�" は以下のように定式化される%

����!
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���� � �� ��%4#

�� � �� � ���� �# � �� ��%�#

�� � �2� ��� �� � �	 ��%5#

この場合
 � � � 	 � は商品間の順序関係を表して
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いる% 順序制約が意味を持つために
 � / ����# は
サイクルを含まない
 無閉路有向グラフとする%
これらの問題は ��� 整数計画問題 	� なので
 ある
程度のサイズの問題までは �
�"� ��� などの市販
の
 またはフリーの汎用数理計画ソフトで解くことが
できる% また
 ",�"については �� �7�(����等 ��

が動的計画法 
� による解法を示しており
 �,�" は
�� ���等 ��� が定式化して陰伏列挙法による解法を
提示しているが
 いずれも商品数が 
 / �222 
 0222

程度までの問題しか解けていない%
本稿ではさらに大型の問題を効率よく解くために
 ラ
グランジュ緩和と釘付けテストを併用して問題サイズ
を縮小し
 厳密解を得る新しい方法を示す% すなわち

ラグランジュ緩和の導入によって ",�"や�,�"に
も通常のナップサック問題と同様の釘付けテストが適
用可能となるが
 このような試みは著者らの知る範囲
では他になされていない% ほとんどの議論は ",�"

�,�"のいずれにも同様に展開できる ��� ので
 以下
では主に �,�" について記述する% 排他制約式の数
を 
 !/ ��� と記し
 通例 �� に従って次を仮定する%

	� �� 
 �� 
 � はすべて正の整数%

	�

��

���
�� � �
 �� � �� �� � � %


� 上下界値
本節では最初にラグランジュ緩和 	� ��により �,�"
の上界値を求め
 次に局所探索法 ��� をベースとした
近似解法により下界値を導く%

�� ラグランジュ緩和
�,�" で ��%�# 式に付随するラグランジュ乗数を

��� � 2
 それらの全体を � / ����# � �
� とした時


���� �# !/

��

���
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�

�������
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をラグランジュ関数という% ここに ���# !/ �� �

� ���� �# � �� である% � � 2 が与えられたとき
 連
続変数型のラグランジュ緩和問題は次のように定式化
される%
�������
!

 �-( (.� ���� �# �0%0#

�&�*��' '�

��

���

���� � �� �0%�#

2 � �� � �	 �0%�#

8�,�"��# は連続型ナップサック問題で
 その解は
容易に求められる% その最適解を 9���# / �9��#
 対応
する最適関数値を 9���# とし
 �,�" の最適関数値を
�� とすると
 これらの間には下の関係が成立する%

�� � 9���# �0%3#

すなわち
 9���# は �,�"の一つの上界値を与える%
9���#を �の関数と考えたとき
 これについての基本

的事項を以下にまとめておく 	� ��%

命題 
�� 9���#は
 � � 2 において区分的に線形な
凸関数である%

命題 
�
 �において9���#が微分可能なら

�9���#

����
/ �� 9�� � 9�� 	 �0%4#

命題 
�� 任意の � � 2において
 9���#が実行可能
で �すなわち
 式 ��%0# 
 ��%�#を満たし#


������ 9�� � 9��# / 2 ���� �# � � �0%�#

ならば
 9���#は �,�"の最適解である%

�
 劣勾配法

任意の � � 2 に対し
 前に述べたように 9���# は
�,�"の上界値を与えるが
 この値は出来るだけ小さ
い方が望ましい% このために
 劣勾配法 ��&�:���(��'
 �'7��# 	� を導入する% 以下で
 �0%4# を成分とする
ベクトル �9���#��� � �� を劣勾配という%

劣勾配法

���� �� � / 2 とする．
���� 
� 8�,�"��#を解く．
���� �� 劣勾配を計算し
 探索方向を � !/

��9���#��� により定める%
���� �� �� 次元探索# 9���1 ��# が最小とな

る � � 2 を求める%
���� �� �0%�# が成立するか
 � 
/ 2 の場合


終了%
���� �� �
� �1 �� として ���� 
へ戻る．

上のアルゴリズムが終了した時点での �を �� とす
る% そのときの 9����#を以下では 9�と記し
 �,�"の
上界値とする%
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�� ラグランジュ解とグリーディ解

�� における 8�,�"���# の最適解 9����# / �9���#

は制約条件 ��%0# を満たしているが
 ��%�#
 ��%�# も
満たしているならば
 これは �,�" の一つの実行可
能解なので
 その時の目的関数値は �,�" の下界値
となる% しかし
 一般にはこれらがすべて満足される
とは限らないので
 9��� が 2)� 条件を満たさない場合
や
 9��� 1 9�

�
� � � である ��� �# � � が見つかった時

は
 9��� 
 2 などとして解を修正する% これによって
�,�"の実行可能解が必ず得られるので
 これをラグ
ランジュ解と呼ぶ%

次に
 この解から出発してさらにナップサックに収
容可能な商品を探し，そのような商品が見つかり次第
ナップサックに収容して解を改善していく．このよう
にして得られた解をグリーディ解といい
 �� と記す%
また
 対応する下界値を �� とする%


�� 
���� 解

グリーディ解をさらに改良するため
 
���� 解法を
考える% �,�" の任意の実行可能解 � / ���# につ
いて


�(# ナップサックに入っていない商品の一つをナッ
プサックに入れる


�((# ナップサックに入っている商品とそうでない商
品の一組を入れ替える


のいずれかの操作によって得られる解 � が実行可能で
あるとき
 � は � に隣接するといい
 そのような解全
体の集合を ���#と記して �の 
���� 近傍と呼ぶ%

0)��'解法はグリーディ解を最初の解 �とし
 ���#
内に �より良い解 � が見つかれば
 これを直ちに新し
い �とするという操作を反復するもので
 具体的には
下のように書かれる%

アルゴリズム 0)��'

���� �� � !/ �� とおく%
���� 
� もし �� � ���#で ���# � ���#であ

れば ����� へ進む
 そうでなければ
��� ���##を出力して終了%

���� �� � !/ � として
 ����
へ戻る%

上のアルゴリズムの出力を �� と記し
 
���� 解と
呼ぶ% また
 対応する目的関数値を �� !/ ����# と
する%

�� 釘付けテスト

通常の 2)� ナップサック問題については
 釘付けテ
スト �� �� �� が知られており
 これによって変数の一部
を 2 または � に固定して
 問題サイズを �大幅に# 減
少することが出来る% 本節では
 ラグランジュ緩和を
介することによって
 この方法が �,�"（や ",�"）
にも適用可能となることを示す%

�,�"において
 最適ラグランジュ乗数 �� / ����#


上界値 9� / 9����# と（グリーディ解または 0)��' 解
に対応する）下界値 � が得られているとする%

9�� / �� �
�

������

���� ��%�#

と置くと
 ラグランジュ緩和問題は下のように書ける%

��������
�

 �-( (.�

��

���

9���� 1
�

�������

���� ��%0#

�&�*��' '�

��

���

���� � � ��%�#

2 � �� � �� �� ��%�#

上で
 変数 ��を 2または �に制限して得られる問題
の最適関数値をそれぞれ 9��� � 9�

�
� と記す% ここで
 もし

9��� � � ��%3#

ならば
 �,�"の最適解 �� / ���� #において ��� / 2

となることはあり得ない% すなわち
 ��� は ��� / � と
固定される% 同様に


9��� � � ��%4#

の場合は ��� / 2 となる% 以上が釘付けテストの原理
であるが
 以下では ��%3#
 ��%4# の簡便な判定法を考
える%

まず
 8�,�"���#で一般性を失うことなく以下を
仮定する%

	� 商品は 9����� の大きいものから順に番号付け
られている%

商品 �までの累積重量と累積利得を

�� !/

��

���

�� � �� !/

��

���

9�� ��%�#
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として ���� ��# をプロットすると
 上の仮定より
 図
�%� の実線のような区分的線形で単調増加な凹関数が
得られる% この折れ線が
 縦軸に平行な直線 � / �

と交わる点が上界値 9� を与えるが
 この時の商品 �商
品 �とする#を臨界商品と呼ぶ% ここで
 � � �の商品
� を 2 に固定すると
 図 �%� のように商品 � の部分が
抜けて
 それより右の折れ線が商品 � の分だけ左下に
平行移動して破線で示した折れ線を得る%

図 ��� 釘付けテスト
���� ��� "�::(�: '��'%

この破線の折れ線と � / � の交点が 9��� を与える
が
 ここでは計算を簡単にするため
 臨界商品 � に対
応する直線を平行移動した直線（一点鎖線で表示）が
� / � と交わる点より
 9��� の上限を

;��� !/ 9� � �9�� � �	��# ��%5#

と評価する（図 �%� 参照）% ここで

�� !/ 9�� � �	�� ��%<#

とおくと
 ��%3# より


9� � � � �� ��%�2#

の時
 ��� / � と固定されることがわかる% 以下では
�� をしきい値と呼ぶ%
� � �の商品 �を �� / �と固定した場合も同様の議
論より


9� � � � ��� ��%��#

の時
 ��� / 2と固定されることが分かる% 以上をまと
めると
 次の定理を得る（通常の �" の場合は =�����
ら ��
 	�:��:(��� ら �� を参照）%

定理 � �,�"の最適解 �� / ���� #において


�(# 9� � � � �� ならば
 ��� / �

�((# 9� � � � ��� ならば
 ��� / 2

この定理により変数の一部が 2 または � に固定さ
れる% また
 ��� �# � � で
 �� が �に固定された場合

�� / 2 となって
 これらの変数と制約式 �� 1 �� � �

が除去される% このようにして問題は（大幅に）縮小
され
 残った問題は �
�"� ��� などの市販ソフトで
解けることが多い% これにより �,�" の厳密解を得
ることが出来る%

�� 仮想釘付けテスト
釘付けテストの効果は上下界値間のギャップに依存
する% このギャップが十分小さくない場合
 問題はあま
り縮小されないので
 前節の方法の有効性は限られた
ものとなる% 本節では
 これに対処するため仮想釘付
けテスト ��� ��� を導入する%
��� 仮想釘付けテストの原理

釘付けテストでは
 上下界値 9�
 � を入力として
 問
題を固定部分とそれ以外の縮小問題に分割した% 上下
界値は
 当然

� � �� � 9� ��%�#

の関係を満たしているが
 以下では >�� 9�? 間の任意の
� を下界値と見たてて釘付けテストを行うことを考え
る% この � を
 試行値と呼ぶ%
9� と � を用いて釘付けテストを実行すると
 一部の

�� が �または 2に固定されるが
 � が下界値とは限ら
ないので
 この釘付けは正しいとは保証されない% し
かし
 このように（仮に）釘付けされた変数の添字集
合をそれぞれ ����#� ����#として
 次を考える%
縮小問題 ���# !

 �- (.� ��	�# ��%0#

�&�*��' '� ��	0# 
 ��	�# ��%�#

�� / �� � � ����# ��%�#

�� / 2� � � ����# ��%3#

���# の最適関数値を ��� とし
 � に対する実現値と
呼ぶ% ただし
 ���#が実行不可能なら
 ��� !/ ��と
する% このとき
 以下が成立する%
定理 


�(# � � �� � ��� / �
�
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�((# � � �� � ��� � �
�

�(((# � � �� � ��� � ���� % 特に
 ���# が実行不可
能� ����#も実行不可能%

�(+# � � ��� � ��� / �
�

証明� �(# この場合
 � は実際に下界値なので
 釘付け
は正しく行われ
 ��� / �

� となる%
�((# �,�" にさらに制約式 ��%�#
 ��%3# を付加した
問題が ���# なので
 それらの最適値の間には常に
��� � �

� の関係がある%
�(((# :�� !/ 9�� � を考えると
 :��が小さい程多くの
変数が 2または �に固定され �定理 �参照#
 従って目
的関数値は減少する%
�(+# �(#
 �((# より
 � � ��� となるのは � � �� のとき
のみで
 この場合は再び �(# より
 ��� / �

�%

��
 仮想釘付けアルゴリズム

上の定理より
 適当な � � 9� で釘付けテストを行っ
て ���# を解いたとき
 �(+# が成立していれば問題は
解けたことになる% このとき
 :�� !/ 9� � � が小さい
と
 ���#は元問題よりはるかに小さい問題となってい
ることが多いので
 この解法が有利と期待される% �(+#
が成立しない場合の処理を含めて
 以下の解法を提案
する%

仮想釘付けテスト

���� �� �
  �-�9� � �� ��

���� 
� 試行値 �で釘付けテストを行い
 縮小問
題 ���#を解いて ��� を求める%

���� �� � � ��� なら ���� �へ
 そうでなけれ
ば ���� �へ進む%

���� �� � 
  �-�� � �� ��� � として ���� 

へ戻る%

���� �� ��� / �
� で
 最適解が得られた%

ここで
 �は適当な正整数で
試行値を最初 � !/ 9���
�と � の大きい方#とし
 ここで最適解が得られなけれ
ば
 試行値をさらに � だけ下げて
 � !/ � � � などと
することを意味している%

�� 数値実験

　本節では
 �,�" にラグランジュ緩和と釘付け
テストを適用した場合の計算機実験を行い
 その性
能を評価する% アルゴリズムは ���	 , 言語によ
り実装し
 	�� $�@4222 �"�� ����� 0�2 �,"


! "�A�$�)		 ��" 0B��
 ��3�C.# 上で実験を
行った%
��� 例題の生成
商品数 
を �222～�4222 とし
 �� と �� は以下の
相関タイプ �� によりランダムに発生させた%

� 無相関 �
�,�$#

�� ! >�� �222? 間の一様乱数


�� ! >�� �222? 間の一様乱数で �� と独立%

� 弱相関 �A���#

�� ! >�� �222? 間の一様乱数


�� ! �� 1 �� D 但し
 �� は >2� 022? 間の一様
乱数で �� と独立%

ナップサック容量は � / 032
 としたが
 これは商
品の平均重量が 322%3 なので
 全商品の約半分を収
容できることを意味する% また
 排他制約は � � /


�
� �#�0個の可能な対から
 確率 ���
� �#でラン
ダムに抽出した% これより
 生成される排他制約式の
数は
 平均 
��0 となる% � は排他制約の生起率を制
御するパラメータで
 以下では � / 2	� 
 2	5 のケー
スを実験した%
��
 上下界値の比較
最初に上下界値の計算を行った% 表 3%� と表 3%0 に
無相関
 弱相関の場合の実験結果をそれぞれ示す% こ
こで
 E8�:���:� 
�Fの欄はラグランジュ緩和による
上界値 9� とその計算時間を表しており
 EG����� 8�F

E0)��' 8�F の欄はそれぞれの方法で得られた下界値
について
 9� からのギャップ �:��# と ,"
 時間を示
している% 各行は
 ランダム発生した �2例題について
の平均値である%
これらの表から
 次のことが結論される%

� ラグランジュ緩和は 
 の増加にともなって
 ま
た排他制約数 
 の増加にともなって計算時間
が増大する%

� �の増加によって
 :��が極めて大きくなる% こ
の傾向は
 無相関の場合に特に大きい%

� グリーディ解と 0)��' 解では
 :�� はあまり
差がないが
 
 が大きくなると計算時間では

0)��'法が圧倒的に不利となる%

� 無相関の場合よりも弱相関の場合の方が目的関
数値
 :��とも小さい%
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表 ��� 上下界値の比較 �無相関#
����� ��� 
���� ��� ��B�� ��&��� �
�,�$#%

� � �
5�+���+� 
8 �����( 58 �9��� 58

�� 3&
 ���' +�� 3&
 ���' +�� 3&
 ���'

:'� �::: �;'< 7<;���'< :'�� 7:'� :':: �;'� :'��

�::: <='< ;:�=;;'� :'7; ��'7 :':� �;'< �':�

�::: �<<'� �=:��:�'� :'<� ��'; :':� �:'< ;'==

;::: �:7'; 7�<=<��'� �'�� ;'� :':; �'7 ��'��

�=::: ;:�'= =7<�;=�'7 ;':� <:'; :'�� <:'� ���'=�

:'� �::: <<': 7<��7�'= :'�< ��'� :':� �<'� :'�7

�::: �<�': �<�<:<'7 :'�: ��'= :':� ��'� �'��

�::: 7<�'7 ��;��;<'< �'�< ��'� :':� �7'� ;'��

;::: ;:�': 7�=���<'= �':7 7�'7 :':; 7�'; 　 ��'<�
�=::: ��<;'� =7�;�:�'� ��'�; ��'< :'�7 ��'; ���':�

:'� �::: �<;'< 7;=�7�'� :'7� ;�'� :':: ;�'< :'�7

�::: 7<='� ��;=�7'7 :';7 ;=': :':� ;7'7 �'��

�::: �<�'� ���7=;�'< �'�< ;�'� :':� ;�'7 �'=<

;::: �=:�'= 7:<�:��': <';� ��;'� :':< �7;'� �='�<

�=::: 7���'7 =�<<:7�'� 7:'=� �7:'� :'�� ��<'� �<;'=�

:'; �::: 7<='< 7�:���'7 :'=7 ���'= :':: �:<'; :'��

�::: �<;'= ����=�'= �'<� �<7'� :':� �=<'< �'�=

�::: �=::': ��<�:=:': �'=; �=�:'= :':� �=:<'= =';<

;::: 7���'; �<���=�'� ��'�: 7��7'� :':< 7���'� =�'��

�=::: =���': �<��=;;'� �7'<: =���'� :'�� =���'� �<�'�;

表 ��
 上下界値の比較 �弱相関#
����� ��
 
���� ��� ��B�� ��&��� �A���#%

� � �
5�+���+� 
8 �����( 58 �9��� 58

�� 3&
 ���' +�� 3&
 ���' +�� 3&
 ���'

:'� �::: �;'< 7�<�=7'= :'�: ��'7 :':: �;'� :'<�

�::: <='< ==:��;'= :'�� �;': :':� ��'� ;'�:

�::: �<<'� �7�:7:='; :'�� ��'= :':� ��'� ��';�

;::: �:7'; �=�:���'� �'<; ��'� :':; ��'� �=�'��

�=::: ;:�'= ��;:���'= �';: ;'; :'�7 ='� �:77:':�

:'� �::: <<': 7�;�:7'� :'�= ��': :':: �;': :';<

�::: �<�': =�<��:': :'7� �;'� :':� ��'� �:'�:

�::: 7<�'7 �7�=<��': �':< 7:'= :':� �<'7 �<'<�

;::: ;:�': �=77=77'� �';� �<'� :':; ��'� ��:'=7

�=::: ��<;'� ��==;:='= <';= ;�'7 :'�7 ;7'� ��:;�'=�

:'� �::: �<;'< 7��:;<'< :'�= �7'7 :':: ��'= �':�

�::: 7<='� =��<;�'� :'�� �7'� :':: 7<'7 ;'�<

�::: �<�'� �7�:���'� �';7 7:'= :':� �;'7 �;';:

;::: �=:�'= �=�:�:�': �'<< ;;'� :':< ;�'= ���';�

�=::: 7���'7 ����:�7'< ��'�� �:='� :'�� �:�': �����'��

:'; �::: 7<='< 7�7<��'� :'�� ��<'� :':: ���'7 :'<�

�::: �<;'= =�<�:;'7 �'7: �=;'= :':� �=:'� <'7�

�::: �=::': ��<;�=7'< 7'�= �;�'= :':� ���'� =:'��

;::: 7���'; ��<�7:;'= <':: �<:': :':< �;�'� �7;'��

�=::: =���': ��<:=�<'� �;'�= ����'� :'�� ����'= �7;�;'�:
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以上より
 以後下界値の計算には専らグリーディ法
を使用し
 0)��'法は用いない% すなわち
 � !/ �� と
する%
��� �� �� による厳密解

�,�" を商用ソフト �
�"� で直接解いた時の
結果を表 3%�
 表 3%� に示す% �
�"� は汎用の数理
計画ソフトで、�,�" などの 2)� 計画問題を分枝限
定法 	� で解くことができる% これらの表にはこのとき
に生成される子問題数（EH�&������F）と ,"
 時間
�秒単位#が示されている% E���+��F は
 �2 回の試行の
うち最適解が得られた回数で
 各行は計算が成功した
もののみについての平均値である% 計算が不成功に終
る理由は
 メモリー領域の不足である%

表 ��� �
�"�による厳密解 �無相関#
����� ��� �(���' ���&'(�� &�(�: �
�"�

�
�,�$#%
� � >�/$���$� 3&
 ���' ��%!��

:'� �::: �:;�'7 ;'�� �:

�::: ���;'� ��'�� �:

�::: 7:��': ��'7= �:

;::: �=��'= �=�'�; =

�=::: �;��'� �;�';= �

:'� �::: �:��': <'=� �:

�::: ���;'� ��'<� �:

�::: 7�<�'; ;7'7� <

;::: ����'� ��7';; �

�=::: 7�<�'� =::'�� �

:'� �::: �7=�'� <'�� �:

�::: �7��'� �='=� �:

�::: ��=�'� ;;'�� <

;::: �<�=': ��<'�� <

�=::: �7:�'= ���'�� 7

:'; �::: ���='; ��'�� �:

�::: 7��<'� �='7= �:

�::: ��=:': <�';� <

;::: �=;7'� �=�'�= �

�=::: 9 9 :

以上の表より
 次の所見を得る%

� 無相関
 弱相関のいずれでも 
 / �222 あたり
から解けない問題が出現し
 
 / �4222 では

ほとんどの問題が困難になる%

� 
� �の増加とともに計算時間が増加し
 解ける
問題数も減少して
 問題は困難になる%

� 弱相関の場合
 無相関の場合より生成される子
問題数がかなり多くなり
 計算時間も増える%

表 ��� �
�"�による厳密解 �弱相関#
����� ��� �(���' ���&'(�� &�(�: �
�"�

�A���#%
� � >�/$���$� 3&
 ���' ��%!��

:'� �::: �<�='� ;'<� �:

�::: ����'� 7='�7 �:

�::: <=<�'� <�'7� �:

;::: �:���='� �7:='�� <

�=::: ��<<': ��;'7= �

:'� �::: �7�<'; ;'7 �:

�::: �7=7'� 7;'� �:

�::: <7<<'= ��<'� �:

;::: 7=<:<'� =��'7 �

�=::: =;;;='= ����'� 7

:'� �::: ���;'� �:': <

�::: ���;'� �7'7 �:

�::: �77�'� ���'; <

;::: 7;�<�'� =<7'= �

�=::: 9 9 :

:'; �::: �:�='� 7�'�� �:

�::: 7���'� =�':� �:

�::: �::<�'� ���'�7 �

;::: <;�<'; 7=:'�< �

�=::: ��=<<': �:�<'�; �

��� 釘付けテストによる厳密解
表 3%3 と表 3%4 に釘付けテストの計算結果を示す%
ここで
 
�と
� は縮小問題のサイズで
 それぞれ変数
の数と制約式数を表す% E���&�'(��F は次で定義され
る縮小率を示している%

縮小率 /
�

�
��



また ,"
� は上下界値の算出と釘付けテストの計算
時間であり
 ,"
� は縮小問題を �
�"� で解くの
に要した時間
 ,"

 はそれらの和である% E���+��F
の欄は �2 回の試行中厳密解が得られた回数で，各行
はそれらについての平均である%
表 3%3～表 3%4 より
 以下がわかる%

� � の増加とともに
 釘付けテストによる問題縮
小効果が激減する%

� 弱相関では
 無相関に比べ釘付けの効果がかな
り落ちる%

� 釘付けテストによる厳密解法により
 �
�"�
を直接適用したときよりも多くの問題がとける
ようになった%

� 計算時間も
 数倍から
 数十倍速くなっている%
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表 ��� 釘付けテストによる解法 �無相関#
����� ��� ���&'(�� �� ��::(�: ��:��('7 �
�,�$#%

� � �� �� ���/����� 3&
� 3&
� 3&
� ��%!��

:'� �::: ==': �'� :':� :'�� :'77 :'�� �:

�::: <�': 7'< :':= :'7; :'�� :'=7 �:

�::: 7�='� �7'< :'�� :'<7 �'=: 7'�7 �:

;::: ��:'� ='� :':� �'�; �'�< 7'<; �:

�=::: ��7�'= ��<'7 :'=: ;'�� ;:'�� ;;'=: �:

:'� �::: ���'= ;'� :'�: :'�; :'�< :'=� �:

�::: �:�'� �'; :':� :'�� :'�= �':� �:

�::: 7;�'7 7�': :':< �'�7 �'�� �'=� �:

;::: �=='= �;'= :':= �'�� ��'�; �<'=< �:

�=::: ;;�'= =='; :':� ��'�< �;'�< �<'<; �:

:'� �::: �=�'= ��'� :'�� 　 :'7� �'�� �';< �:

�::: 7:�'� <�'� :'�= 　 :';� �'�; ='7� �:

�::: =<='� ���'� :'�= 　 �'�� �;'7< �:'=� �:

;::: 7�7='� =��'� :'�: 　 <'<7 �<'�� =<'�� �:

�=::: ;<7�'� ���;'� :'�� 7�'�� ���'�� ���'=; =

:'; �::: =��'< ���'< :'=7 :'=7 ;'7; <':� �:

�::: ��<='< =��'; :'�< �'<� =7'�� =�'=� �:

�::: 7;<<'; ���;'; :'<� �'�� �:;'<� ���'=; <

;::: ;:::': 7���'; �':: �:'<; �=:'<; �;�':; �

�=::: �=:::': =���'; �':: ��':� 9 9 :

表 ��� 釘付けテストによる解法 �弱相関#
����� ��� ���&'(�� �� ��::(�: ��:��('7 �A���#%

� � �
�

�
� ���/����� 3&
� 3&
� 3&
� ��%!��

:'� �::: ���'� �'; :'�; :'�� �'�< �'�: �:

�::: 7�='� ��': :'�= :'�; �':� �'7� �:

�::: =��'� �7'� :'�7 :'�� �;'�< �<'7= �:

;::: ��=�'; �;'7 :'�7 �':= �<=':� �<;'�: �:

�=::: ��7�'; ��'� :':; �'�� <�:�'�; <��:'�� �:

:'� �::: 7<�'� 7�'� :'7� :'�= 7'�� 7'7: �:

�::: �7�'; ��'= :'�� :'7< ='<� �'7= �:

�::: ��:�': <;'= :'�= �'�� �=';� ��';; �:

;::: ���'= �:7'< :'�� 7'�� ��;'7� ���'�� �:

�=::: ;�7�'� ;��'< :'�� �:'�; �7�'�� ���';� �

:'� �::: 7<�'� =;'� :'�7 :'�= ='�: �'�� <

�::: �;�': �7�'; :'7� :'�� ;'�� <'7� �:

�::: ���:'� �<='� :'�� �'<: 77'�� 7�'7= �:

;::: ����'� ��:�'7 :'=< ='�� �;�':7 �<�'�� �

�=::: <7:;'� �;�<'� :'�� ��'�� <�:�'�� <��='�; 7

:'; �::: �;<'� 7:;'� :'�; :'�; �7'=� ��':< �:

�::: �<��'� �=�'< :'<= �'7� ��'�� �;'�� �:

�::: 7<<;'; ��<<'� �':: 7'�= ���'<� ��;'7: =

;::: ;:::': 7���'; �':: <'�= 7��'=< 7==';= �

�=::: �=:::': =���': �':: �;'<: �:�<'�� �:��':: �
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表 ��! 仮想釘付けによる厳密解法 �無相関#
����� ��! ���&'(�� �� +(�'&�� ��::(�: ��:��('7 �
�,�$#%

� � �
?���/�% ��++��+ 	
�&


>���' 3&
 ���' ��%!�� 3&
 ���' ��%!��

:':� �=::: �:;'� �': �:'=� �: =;;'=� �

7�::: ;:�'� �': 7:':; �: ����'77 �

=�::: ��;�'; �': �=�='�� �: ��=:'�� �

:'� �=::: ;:�'= �': ��'= �: �;;'=� �

7�::: �=:�': �'� ;:'� �: �7�'�; �

=�::: 7�;�'7 �'7 �7��'7 < ��=:';� �

表 ��" 仮想釘付けによる厳密解 �弱相関#
����� ��" ���&'(�� �� +(�'&�� ��::(�: ��:��('7 �A���#%

� � �
?���/�% ��++��+ 	
�&


>���' 3&
 ���' ��%!�� 3&
 ���' ��%!��

:':� �=::: �:;'� �': <:�'=; �: ��<�'�� �

7�::: ;:�'� �': ���7'�: < ���=�'�= �

=�::: ��;�'; �': �;:�':� ; ����';� �

:'� �=::: ;:�'= �': 7�;�'�� �: ��;'�= 7

7�::: �=:�': �': ��:7'�: �: �7=;'<= 7

=�::: 7�;�'7 �': 7==�'�� < 9 :

��� 仮想釘付けテストによる厳密解

より大型の問題として
 
 / �4222～4�222 程度の
問題を考える% この場合
 排他制約の数が多いとど
の方法でも厳密解を得ることは難しいので
 �の値を
� / 2	23～2	�2 として実験した% 結果を表 3%� ～
3%5 に示す% 仮想釘付けの欄で EH���%F とあるのは

�%0節のアルゴリズムで �'�� 0 ～ �'�� � を反復した
回数であり
 E�
�"�F の欄は �
�"� による直接
解法を示している% E���+��F は
 �2 例題中それぞれの
方法で最適解が得られた回数を示す% いずれの場合も

仮想釘付けテストの方が多くの問題が解け
 計算時間
でも仮想釘付けがかなり有利になっている%

�� まとめ

�,�" についてラグランジュ緩和と釘付けテスト
を組み合わせて用いるアルゴリズムを開発し
 商品
数が数千から数万程度の問題を解くことに成功した%
",�" についてもほぼ同様の結果を得ている ���% 今
後
 縮小問題を解く部分に専用のアルゴリズムを準備
するなどして
 より大規模な問題を解くことを試みる
予定である%
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