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1 はじめに

n 個の商品 1, 2, · · · , n があり，商品 j の重量と利得がそれぞれ wj , pj であるとする．これらを容量

がそれぞれ ci (i = 1, 2, · · · ,m) の複数のナップサックに詰め込み，総利得を最大化する問題は複数
ナップサック問題 (multiple knapsack problem: MKP) と呼ばれ，多数の研究が発表されて来ている
[5, 6, 11]．本稿ではこれに対してナップサックにそれぞれ費用が付随していて，各ナップサックの使用
には対応する費用を支払わなければならない状況を考える．これを固定費付き複数ナップサック問題

(fixed-charge multiple knapsack problem: FCMKP) と呼ぶが, これは数式では以下のように定式化され
る [13, 14]．

FCMKP:

max z(x, y) :=
m∑

i=1

n∑
j=1

pjxij −
m∑

i=1

fiyi (1)

s.t.
n∑

j=1

wjxij ≤ ciyi, ∀i ∈ M, (2)

m∑
i=1

xij ≤ 1, ∀j ∈ N, (3)

xij , yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ M,∀j ∈ N. (4)

ここでM = {1, 2, . . . ,m}, N = {1, 2, . . . , n}はそれぞれナップサックと商品の集合を表し, xij は商品 j

の採否を, yi はナップサック iの使用・不使用を表す 0-1型の決定変数である.
ナップサックのコストがすべて0，すなわち fi ≡ 0 (i ∈ M)のときは明らかに yi ≡ 1(すべてのナップサッ
クを使用)が最適で，問題は通常のMKPに帰す．標準的な 0-1ナップサック問題 (knapsack problem: KP)
がすでにNP-困難 [3]なので，その拡張であるMKP, FCMKPはいずれもNP-困難であるが，KP, MKP
については過去の研究によりかなり大規模な問題が比較的短時間に解けるようになっている [5, 6]．
本稿ではラグランジュ緩和, 釘付けテスト, 分枝限定法などの手法 [8]を用いて FCMKP を厳密に解く
ことを試みるが, 一般性を失うことなく，以下では商品とナップサックは以下の仮定を満たすものとす
る．



A1 :問題データ pj , wj (j ∈ N), ci, fi (i ∈ M) はすべて正の整数.

A2 : 商品は相対利得の大きい順に p1/w1 ≥ p2/w2 ≥ . . . ≥ pn/wn と整列済み.

A3 : ナップサックは相対容量の大きい順に c1/f1 ≥ c2/f2 ≥ · · · ≥ cm/fmと整列済み.

2 上下界値

2.1 ラグランジュ緩和

λ = (λ1, λ2, · · · , λm) ≥ 0に対して，FCMKPのラグランジュ関数を

L(x, y;λ) :=
m∑

i=1

n∑
j=1

(pj − λiwj) xij +
m∑

i=1

(λici − fi) yi (5)

で定義すると，ラグランジュ緩和問題は

LFCMKP(λ):

max L(x, y; λ)

s.t. (3), (4)

となる．この問題の最適関数値 zL(λ)を最小とする問題min{zL(λ) | λ ≥ 0} をラグランジュ双対問題
という．このとき，次が成り立つ．

定理 1 　

(i) 任意の λ ≥ 0に対して zL(λ)は FCMKPの上界値を与える.

(ii) zL(λ)は λについて区分的に線形な凸関数である．

(iii) ラグランジュ双対問題は λ†
1 = λ†

2 = · · · = λ†
m(= λ†) であるような最適解 λ† = (λ†, λ†, . . . , λ†)を

持つ．

　

証明：(i), (ii) ラグランジュ緩和の一般論 [2, 8]より容易に導かれる.
(iii) k := arg min{λi}とする. すなわち

λ†
k ≤ λ†

i , ∀i ∈ M. (6)

φ(·)を ·の真偽により 1または 0をとる真理値関数とすると, LFCMKP(λ†)の解は

xij(λ†) = φ(i = k, pj − λ†
kwj > 0),

yi(λ†) = φ((λ†
i ci − fi > 0)

で与えられ，最適関数値は

zL(λ†) =
n∑

j=1

(
pj − λ†

kwj

)+

+
m∑

i=1

(
λ†

i ci − fi

)+

(7)

2



となる．ここで，(α)+ := max{α, 0}で，(λ†
i ci − fi)+ は λ†

i について単調非減少関数なので，(6)の条
件下で (7)を最小とする λ† は

λ†
i ≡ λ†

k, ∀i ∈ M

を満たすと考えてよい．

定理 1より，ラグランジュ緩和問題 LFCMKP(λ)において λi ≡ λ (i ∈ M)の場合のみを考えれば良
いので，問題は

LFCMKP(λ):

max
n∑

j=1

(pj − λwj) xj +
m∑

i=1

(λci − fi) yi (8)

s.t. xj , yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ M, ∀j ∈ N. (9)

と書きかえられる．ここに

xj :=
m∑

i=1

xij

である．λ ≥ 0に対して，LFCMKP(λ)の最適値は

zL(λ) =
n∑

j=1

(pj − λwj)
+ +

m∑
i=1

(λci − fi)
+ (10)

となる．(10)の勾配は (λで微分可能ならば)

dzL(λ)/dλ =
∑

λci−fi>0

ci −
∑

pj−λwj>0

wj

なので，zL(λ)を最小とする λ† は 2分探索法で容易に求められる．このようにして得られる FCMKP
の上界値を zL と記す．

2.2 下界値

Pisinger[10]は，通常の0-1ナップサック問題KPについて以下の高速近似解法を提示している．pj , wj (j ∈
N)を商品 j の利得および重量，cをナップサック容量とし, 商品は仮定A2 に従って番号づけられてい

るとする．pj (wj)で商品 j までの累積利得 (重量) を表すものとし, 臨界商品を b = min{j | wj) > c}
で定義して, 前 (後)向きグリーディ解をそれぞれ下のように定める.

zf = max
j=b,...,n

{pb−1 + pj : wb−1 + wj ≤ c},　

zb = max
j=1,...,b−1

{pb − pj : wb − wj ≤ c}.

Pisingerは zf と zb の大きいほうを KPの下界値とすることを提唱している.
本稿ではこれを FCMKPに拡張する. すなわちナップサックの番号順に逐次上の近似解法を適用し,
商品をナップサックに詰めていく. この際, ナップサックに収容された商品の総利得がそのナップサック
のコスト以下であれば当該ナップサックの使用を取り消し, そこに詰められた商品はすべて解放して次
のナップサックに移る.　これを最後のナップサックまで繰り返して得られる解を拡張Pisinger解と呼

び, 対応する下界値を zと記す.
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3 釘付けテスト

(10)式を最小とする ‘最適’ラグランジュ乗数 λ† と対応する上界値 z := zL(λ†), および前節の方法に
よる下界値 zが計算済みであるとする. また, 商品とナップサックのしきい値を以下によりそれぞれ定義
する.

θj := pj − λ†wj , ηi := λ†ci − fi (11)

次に δを 0または 1として, FCMKPに制約式 yk = δを付加した問題を P(yk = δ)とする. さらに, λ†

によるそのラグランジュ緩和を次のように導入する.

P(yk = δ):

max
n∑

j=1

θjxj +
m∑

i=1

ηiyi (12)

s.t. (9), yk = δ

この問題の最適値は明らかに

z(yk = δ) :=
∑
j∈N

θ+
j +

∑
i 6=k

η+
i + ηkδ (13)

で, これより直ちに次が従う.

定理 2 (ナップサックの釘付け) すべての k ∈ M に対して

(i) z − z < ηk ⇒ y∗
k = 1,

(ii) z − z < −ηk ⇒ y∗
k = 0.

証明：(i) (10), (13)より ηk ≥ 0 ⇒ z(yk = 0) = z − ηk であることに注意すると, 0 ≤ z − z < ηk より

z(yk = 0) = z − ηk < z を得る. これは最適解では yk = 0ではありえないことを意味しているので, (i)
が証明された. (ii)も同様に証明される.

同様に, 商品についても次の釘付け定理が成立する.

定理 3 (商品の釘付け) すべての j ∈ N について, 　

(i) z − z < −θj ⇒ x?
j = 0,

(ii) z − z < θj ⇒ x?
j = 1.

注 1 ナップサック問題に対する釘付けテストは [1, 4, 7]などにみられる．本節は最初にラグランジュ緩
和を介在させることによって，同様の手法を FCMKPにも適用可能としたものである．

4 厳密解法

FCMKPを解く分枝限定法アルゴリズムの基本的な考え方は, 釘付け後に使用・不使用が未確定のナッ
プサックについて, つまり変数 yiについて, 逐次 yi = 1または yi = 0という条件を付加した ‘子問題’に
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分割していくことである. これを記述するために以下の問題を定義する. F0と F1はM の互いに排反な

部分集合 (F0, F1 ⊆ M, F0 ∩ F1 = ∅)で
K1 ⊆ F1.

を満たすものとする. これらはそれぞれ 0および 1に固定されたナップサックの集合を表す. 固定され
ていないナップサックの集合を U := M \ (F0 ∪ F1)とし，次の部分問題を考える.

P(F0, F1):

max (1)

s.t. (2), (3), (4),

yi = 0, ∀i ∈ F0, (14)

yi = 1, ∀i ∈ F1. (15)

第 2節の λ† を用いて上の問題をラグランジュ緩和すると

P(F0, F1):

max (12)

s.t. (9), (14), (15)

となる．

これらの問題の最適関数値をそれぞれ z?(F0, F1)，z(F0, F1) と表記すると，明らかに z(F0, F1) は
z?(F0, F1)の上界値となる．すなわち，z?(F0, F1) ≤ z(F0, F1) で，後者は明らかに

z(F0, F1) =
n∑

j=1

θ+
j +

∑
i∈F1

ηi +
∑
i∈U

η+
i . (16)

である．すると，もし現時点での下界値 zが z(F0, F1) < zを満たしているならば，この部分問題P(F0, F1)
を終端することが出来る.
枝払いのための条件としては，上の他に実行可能性と優越性が挙げられる．最初に，子問題 P(F0, F1)
でのナップサック総容量を c(F0, F1) :=

∑
i∈M\F0

ci とし，ナップサックに収容することが確定している

商品の総重量をWfix :=
∑

j∈I1
wj とすると，Wfix > c(F0, F1)の場合には子問題 P(F0, F1)は実行不可

能であり，よってこの子問題は終端されることになる．

次に，ci ≥ ci′ , fi ≤ fi′ かつ (ci, fi) 6= (ci′ , fi′) のとき，ナップサック iは i′ に優越するという. 子問
題 P(F0, F1)において, iが i′に優越している場合，ナップサック iを使用せずに i′を使用することは不

合理である. よって，ここで i ∈ F0, i′ ∈ F1の場合，子問題を終端する. P(F0, F1)がこのようなナップ
サックの対を含む場合，この子問題は不合理であるという．

もしP(F0, F1)がこれらによって終端されず, Uが空集合でない場合にはUに含まれるナップサック iを

選び，P(F0, F1)の子問題P(F0∪{i}, F1)とP(F0, F1∪{i})を新たに生成する. U = ∅の場合は P(F0, F1)
は末端子問題で，この場合には P(F0, F1)はMKPなので Pisingerのプログラムmulknap[11] を用いて
最適値 z?(F0, F1)を得ることが出来る. これが現時点での最良値 zより大であれば z ← z?(F0, F1)によ
り下界値を更新する.
以上をまとめ，FCMKPを解くには第 2節で求めた下界値 zと釘付けテストの結果を持って次のアル

ゴリズムを呼べばよい．ただし，集合は最初 F0 := ∅で, F1 は 1と釘付けされたナップサックの集合で
ある.
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アルゴリズム B&B(F0, F1)

Step 1: U := M \ (F0 ∪ F1)とする. U = ∅ならば, Step 5へ.

Step 2: Wfix > c(F0, F1) または P(F0, F1) が不合理である場合, P(F,R)を終端して Step 6へ.

Step 3: z(F0, F1)を計算し，z(F0, F1) < zならば P(F,R)を終端して Step 6へ．

Step 4: ナップサック i ∈ U を選び子問題 P(F0 ∪ {i}, F1) と P(F0, F1 ∪ {i})を生成する. これらの問
題を再帰的に呼び出して実行し，Step 6へ.

Step 5: (mulknap[11]を用いて) このMKPを解いて最適値 z?(F0, F1)を求める. もし z?(F0, F1) > z

ならば z ← z?(F0, F1)により下界値を更新する.

Step 6: 親問題へ戻る.

このアルゴリズムを実装する際には，Step 4で分枝に用いるナップサック iの選び方，すなわち分枝

戦略と，子問題からなる２分木の走査方法を指定する必要がある．後者については，幅優先探索なども

考えられるが，本研究ではメモリーの必要量が少なくてすむ深さ優先探索を採用した．一方，分枝戦略

については次の２つを考察した．

分枝戦略 1: ナップサック i ∈ U を番号順 (すなわち, ci/fi の大きいものから順)に取り出す. 子問題の
走査は P(F0 ∪ {i}, F1) → P(F0, F1 ∪ {i})の順とする.

分枝戦略 2: ナップサック i ∈ U をしきい値 |ηi|の小さいものから順に取り出す. 子問題の走査は ηi > 0の
ときはP(F0∪{i}, F1) → P(F0, F1∪{i})の順，そうでないときはP(F0, F1∪{i}) → P(F0∪{i}, F1)
の順とする.

5 数値実験

前節のB&Bアルゴリズムを数値実験によって評価する. アルゴリズムはC言語で実装し，IBM RS/6000
Model 270 ワークステーション (CPU: POWER3-II SMP 2way, 375MHz)上で実験を行なった.

5.1 実験計画

例題のサイズは n = 20 ∼ 16000 および m = 5 ∼ 50で，下の様式に従ってランダムに生成する．

(a) 商品

• 重量 wj : [1, 1000]上の整数一様分布

• 利得 pj

– 無相関 (UNCOR): [1, 1000]上の整数一様分布，(wj)とは独立．

– 強相間 (STRONG): pj := wj + 20

(b) ナップサック

• 容量 ci = b500n · δ · ξic. ここで ξi (i ∈ M)は {(ξ1, . . . , ξm)|
∑m

i=1 ξi = 1, ξi ≥ 0}上の一様分
布に従い，δ は 0.25, 0.50, 0.75のいずれかとする.

• コスト fi = ρici, ただし ρi は [0.5, 1.5]上で (連続)一様分布.

ここで δはナップサックに収容可能な商品の割合を制御するパラメテータで，商品の平均重量が約 500
なので，δ = 0.50 の場合は全商品のおよそ半分がナップサックに収容可能ということを意味している．
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5.2 IPソルバーとの比較

表 1は n = 20 ∼ 60およびm = 5の小規模な例題について，商用ソフト NUOPT Ver. 3.3.0 [9]およ
び XPRESS-IVE Ver. 1-16-20 [12] を用いた場合と, B&Bアルゴリズムによる計算結果を比較したもの
である．各相関タイプと nの値ごとに 30例題をランダムに生成し，CPU時間 600秒以内に厳密に解け
た回数 (#solved)と，(解けた場合についての)平均計算時間が秒で示されている．
この表より，商用ソフトではかなり小さい問題でも求解が困難なケースが出現するが，B&Bアルゴリ
ズムではこの程度の問題はほとんど瞬時に解いていることが分かる．

表 1: IP ソルバーとの比較 (m = 5).

Type n
NUOPT XPRESS-IVE B&B

#solved CPU #solved CPU #solved CPU
UNCOR 20 30 .65 30 0.10 30 0.01

30 29 39.85 30 7.76 30 0.00
40 17 81.50 23 36.68 30 0.01
50 14 77.02 22 49.67 30 0.00
60 5 115.12 12 69.29 30 0.00

STRONG 20 30 28.38 30 2.84 30 0.02
30 16 98.58 19 66.21 30 0.03
40 16 26.27 20 23.26 30 0.01
50 9 5.07 17 39.17 30 0.00
60 2 28.91 14 17.45 30 0.01

5.3 厳密解

表 2に B&Bアルゴリズムを STRONGの例題に適用した結果を示す. ここでは最適解において実際
に使用されたナップサックの比率 (KPused), PisingerのMULKNAPプログラム [11]を呼び出すことに
よって解かれたMKPの数 (#mulknap)と戦略 1，2の下での計算時間が秒で示されている. 各行は，ラ
ンダムな 10例題の平均値である．
少数のケースを除いて B&Bは数秒以内に FCMKPの厳密解を得ており，この間MULKNAPを呼び
出す回数も通常は数回のみである．戦略の比較では通常戦略 2が戦略 1を上回り, STRONGでmが大

きい場合には特にこの傾向が顕著である. 結果として，戦略 2を採用した B&Bはほとんどの問題を 10
CPU秒以内に解くことに成功した.

6 むすび

固定費つき複数ナップサック問題を定式化し，これを厳密に解くアルゴリズムを与えた．これは，ラ

グランジュ緩和と釘付けテスト，および分枝限定法を組み合わせたもので，末端子問題は複数ナップサッ

ク問題 (MKP)であることを利用して既存のMULKNAPプログラムを呼び出して解いている．これに
よって，n = 32000商品, m = 50ナップサック程度の問題でも通常の計算機を用いて 10秒程度で解く
ことに成功した.

参考文献

[1] R.S. Dembo, P.L. Hammer: “A reduction algorithm for knapsack problems”, Methods of Opera-
tions Research, 36:49-60, 1980.
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表 2: B&B計算結果 (強相関)

δ m n KPused
Strategy 1 Strategy 2

#mulknap CPU #mulknap CPU
0.25 10 1000 53.0 1.7 0.114 1.1 0.073

2000 55.0 1.6 0.318 1.1 0.211
4000 64.0 1.0 0.262 1.0 0.263
8000 58.0 1.3 0.984 1.0 0.855

16000 63.0 1.1 1.686 1.0 1.651
32000 54.0 1.1 3.873 1.1 3.890

30 1000 56.3 12.1 0.750 1.4 0.078
2000 60.0 10.3 1.522 1.3 0.252
4000 60.3 7.1 2.704 1.3 0.595
8000 53.7 2.9 2.300 1.0 0.931

16000 57.3 3.1 3.826 1.0 0.928
32000 53.7 2.2 7.941 1.0 3.142

50 1000 59.0 48.5 11.500 2.1 1.874
2000 57.4 28.1 14.591 2.6 0.479
4000 57.2 17.7 5.694 1.4 0.454
8000 52.4 10.5 6.126 1.5 0.983

16000 55.0 10.2 16.432 1.0 1.505
32000 52.4 3.9 11.820 1.0 4.732

0.50 10 1000 52.0 1.5 0.283 1.1 0.172
2000 53.0 1.4 0.401 1.0 0.214
4000 64.0 1.0 0.873 1.0 0.872
8000 58.0 1.3 1.883 1.0 0.767

16000 62.0 1.1 2.216 1.1 2.210
32000 55.0 1.0 5.409 1.0 5.405

30 1000 55.0 7.8 1.301 1.4 0.242
2000 57.3 7.3 2.584 1.0 0.160
4000 58.0 4.6 2.725 1.0 0.447
8000 53.0 2.7 3.778 1.0 1.569

16000 55.3 2.6 9.105 1.0 3.380
32000 52.3 1.6 8.881 1.0 5.557

50 1000 57.0 37.6 16.170 2.3 0.372
2000 56.8 21.7 6.800 1.7 0.702
4000 54.6 12.4 6.992 1.0 0.298
8000 48.4 7.0 10.746 1.1 1.468

16000 54.2 8.8 24.982 1.0 3.050
32000 51.0 3.0 16.865 1.0 7.829

0.75 10 1000 52.0 1.5 0.388 1.1 0.291
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