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ブシネスク近似の下での流体のエネルギー論
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A theory describing the energy budget of a fluid under the Boussinesq approximation is presented: the
theory is developed in a manner consistent with the conservation law of mass. It shows that no gravitational
potential energy is available under the approximation, and also reveals that the work done by the buoyancy
force due to changes in temperature corresponds to the conversion between kinetic and internal energy. This
energy conversion, however, makes only an ignorable contribution to the distribution of temperature under
the approximation.
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1 はじめに

ブシネスク近似は，非一様な温度分布を持つ流体の運
動を記述する際にしばしば用いられる近似である．この
近似の下では，質量の保存則を表す連続の式は，流体の
速度 uが非発散性であるという条件

∇ · u = 0 (1)

によって置き換えられる．一方，この近似の下での運動
方程式を導く際には，流体の密度 ρに関して，通例

ρ = ρ0 − ρ0βT
′ (2)

なる仮定が置かれる 1)．ここで ρ0は適当な基準密度，β

は流体の熱膨張係数，T ′ は基準値から測った流体の温
度である．また T ′の分布は，流体内部に熱源が存在し
ない場合，

∂T ′

∂t
+ u · ∇T ′ = κ∆T ′ (3)

により決定される．ただしκは流体の温度伝導率である．
さてこの近似の下で，流体のエネルギー収支を論じる
際には，当然その位置エネルギーを定義する必要があ
る．そのためにはまず，位置エネルギーの定義中に現れ
る単位体積当たりの質量，すなわち密度を定義せねばな

らない．単純に考えると，運動方程式を導く際に用いた
仮定 (2)を密度の定義として用いれば良さそうに思われ
る．実際，この定義に基づいたブシネスク近似下での流
体のエネルギー論が存在する 2, 3)．
しかしながら，次節で説明するように，(2)を密度の

定義として採用することは，物理的に考えれば，到底認
められないことなのである．

2 ブシネスク近似下での流体の密度

一定の容積 V を持つ容器に入った流体を考えよう．こ
の流体の密度 ρが (2)で与えられるとすると，その質量
M は次式で与えられることになる:

M = ρ0V − ρ0βV T ′. (4)

ただし T ′は容器内で平均された温度である．この式に
よれば，この流体の質量は，それを冷やしたり温めたり
することによって増減することになるが，この結論は明
らかに質量の保存則に違背している．
次に，今一度その密度 ρが (2)で与えられる流体を考

えよう．この密度の式と (1)及び (3)を用いると
∂ρ

∂t
+∇ · j = 0 (5)

が得られる．ただし j = ρu − κ∇ρである．一般に質
量流束密度 j は単位体積の流体の運動量であるから 1)，
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単位質量の流体の運動量は j/ρで与えられることにな
る．その結果，uは単位質量の流体の運動量ではなく，
従って 1

2 |u|
2 も単位質量の流体のエネルギーではない，

という結論に到達する．この結論もまた，物理的に受け
入れられない．
以上の議論から分かるように，ブシネスク近似の下
での流体の密度として (2)を採用することは，物理的に
見て容認できない．この近似の下での連続の式 (1)に鑑
みれば，流体の密度は一定値 ρ0と見なされるべきであ
る．実際次節で見るように，質量保存則に整合的なこの
密度を用いれば，合理的な流体のエネルギー論を展開す
ることが可能なのである．

3 ブシネスク近似下での流体のエネルギー収支

一様重力の作用下での，固定領域 Ω内の粘性流体の
運動を考えよう．この領域には，直交座標系 (x1, x2, x3)

が設定され，特に x3軸は鉛直上向きに取られているも
のとする．以下では，正の x1, x2, x3軸方向の単位ベク
トルを e1, e2, e3 で示す．また，添字 i, j, . . .は数字 1,
2, 3を表わし，総和の規約が用いられる．
前節で述べた通り，連続の式 (1)に鑑みて，ブシネス
ク近似の下での流体の密度 ρは

ρ = ρ0 (6)

で与えられるものと考える．他方，この近似の下でも流
体の熱膨張係数 β はゼロではないと仮定する:

β = v−1(∂v/∂T )p ̸= 0. (7)

ここに v = 1/ρは流体の比容であり，T 及び pは流体
の温度と圧力を示している．
まず初めに，流体の内部エネルギーの変化を記述する
式を導こう．この式は，熱輸送の一般式 1)

ρT
Ds

Dt
= τij

∂ui

∂xj
−∇ · q (8)

から導くことができる．ここに D/Dtは物質微分を表
し，sは流体の比エントロピー，τij は粘性ストレステ
ンソルの成分，uiは流速 uの成分, qは熱流束密度を表
す．なお右辺第１項は，粘性散逸に伴う加熱項である．
ブシネスク近似の下では，温度 T と圧力 pは流体中
でごくわずかしか変化しないものと仮定される 1)．これ
に応じて，T は

T = T0 + T ′ (9)

のように書くことができる．ここで T0は一定の基準温
度であり，T ′は T0からの微小な偏差を表している．同
様に，p′ を微小な摂動圧力として，

p = p0 + p′ (10)

と書ける．ただし p0 は静水圧の式を満足し，

p0 = −ρ0gx3 + constant (11)

で与えられる．ここに gは重力加速度である．
さてDs/Dtを T と pを用いて表そう:

Ds

Dt
=

(
∂s

∂T

)
p

DT

Dt
+

(
∂s

∂p

)
T

Dp

Dt
. (12)

ここで (∂s/∂T )pと (∂s/∂p)T は，cpを流体の定圧比熱
として，(

∂s

∂T

)
p

=
cp
T
,

(
∂s

∂p

)
T

= −
(
∂v

∂T

)
p

= −vβ (13)

で与えられる．T と pはごくわずかしか変化しないの
で，(13)で cp と β は定数とし，T = T0 とおいて差し
支えない．かくして，v = v0 = 1/ρ0 であるから，

Ds

Dt
=

cp
T0

DT ′

Dt
− v0β

(
Dp0
Dt

+
Dp′

Dt

)
(14)

を得る．ただし (9)と (10)を用いた．
同様にしてDs/Dtを比内部エネルギー eと比容 vを

用いて表すことも可能である．T と pがごくわずかし
か変化しないことから T = T0, p = p0 とおいて，熱力
学の基本式 Tds = de+ pdvより次式が従う:

Ds

Dt
=

1

T0

De

Dt
+

p0
T0

Dv

Dt
. (15)

ところがDv/Dt = v∇ · u = 0なので，結局
Ds

Dt
=

1

T0

De

Dt
(16)

が得られることになる．
さて (6), (9), (14),及び (16)を用いれば，(8)左辺は

ρT
Ds

Dt
= ρ0T0

Ds

Dt
+ ρ0T

′Ds

Dt

= ρ0
De

Dt
+ ρ0T

′
{
cp
T0

DT ′

Dt

−v0β

(
Dp0
Dt

+
Dp′

Dt

)} (17)

と書ける．しかるにDp0/Dt = −ρ0gu3であるから，プ
ライムの付いた変数について一次までの近似で，

ρT
Ds

Dt
= ρ0

De

Dt
+ ρ0βT

′gu3 (18)

が得られる．この結果を (8)に代入すると

ρ0
De

Dt
= τij

∂ui

∂xj
−∇ · q − ρ0βT

′gu3 (19)

を得るが，これを固定領域 Ωにわたって積分すれば，
d

dt

∫
Ω

ρ0edV =

∫
Ω

τij
∂ui

∂xj
dV −

∫
Σ

q · ndS

−
∫
Ω

ρ0βT
′gu3dV

(20)
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となる．ここに Σは Ωの境界を示し，nは Σ上での外
向き単位法線ベクトルである．また Σ上では u ·n = 0

という境界条件を置いた．かくして，流体の内部エネル
ギーの変化を記述する式が求まった．
次に，流体の運動エネルギーについて考えてみよう．
ブシネスク近似の下での運動方程式は

ρ0
Du

Dt
= −∇p′ +

∂τij
∂xj

ei + ρ0βT
′ge3 (21)

で与えられる 1)．この方程式から，流体の運動エネル
ギーの変化を記述する式が

d

dt

∫
Ω

1
2ρ0|u|

2dV =

∫
Σ

uiτijnjdS −
∫
Ω

τij
∂ui

∂xj
dV

+

∫
Ω

ρ0βT
′gu3dV (22)

のように求められる．ただし nj は nの成分である．
他方，流体の位置エネルギーは不変である:

d

dt

∫
Ω

ρ0gx3dV = 0. (23)

すなわちブシネスク近似の下では，Ω内で位置エネル
ギーから他のエネルギー形態への変換は生じない．
最終的に (20), (22),及び (23)を加え合わせると
d

dt

∫
Ω

ρ0
(
1
2 |u|

2 + gx3 + e
)
dV

=

∫
Σ

uiτijnjdS −
∫
Σ

q · ndS
(24)

が得られる．この式によれば，流体の全エネルギーの変
化は，Σに働く粘性力によりなされる仕事と，Σを横切
る熱輸送によって生ずる．かくして我々は，極めて合理
的な結果に到達した．
ここで，再度 (22)を見てみよう．この式の右辺にある
３項のうち，最後の項は浮力 (buoyancy force)のなす仕
事を表している．ただし，ここで言う浮力とは (21)の
最後の項で表される力である．さて，この浮力のなす仕
事を表す項は，反対符号を伴って (20)にも現れる．この
ことから我々は，浮力のなす仕事が，運動エネルギーと
内部エネルギー間のエネルギー変換に対応する，という
事実を知ることになる．すなわちこの仕事は，従来信じ
られてきたような 4) 運動エネルギーと位置エネルギー
間のエネルギー変換に対応するものではないのである．

4 ブシネスク近似下での流体の温度分布

ブシネスク近似の下での流体の温度分布を決定する
式を導くために，(19)を (14)と (16)を用いて書き直そ
う．結果は，

ρ0cp
DT ′

Dt
= τij

∂ui

∂xj
−∇ · q

+

{
βT0

(
Dp0
Dt

+
Dp′

Dt

)
− ρ0βT

′gu3

} (25)

となる．中括弧内の項の和は，プライムの付いた変数に
ついて一次までの近似で −ρT (∂s/∂p)TDp/Dt に等し
いが，ブシネスク近似の下では，粘性散逸に伴う加熱項
とともに無視される 1)．かくして我々は次式を得る:

DT ′

Dt
= − 1

ρ0cp
∇ · q. (26)

この式を熱伝導に関するフーリエの法則と組み合わせ
ると，流体の温度分布を決定する式 (3)が導かれる．
以上の導出過程から，ブシネスク近似の下での流体の

温度分布は，前節で議論した運動エネルギーと内部エネ
ルギー間のエネルギー変換の影響を，粘性散逸に伴う加
熱の影響とともに，全く無視して決定されていることが
理解される．

5 議論

ブシネスク近似の下で，質量保存則に整合的な流体
のエネルギー論を展開した．その結果，浮力のなす仕事
が，従来考えられてきたように運動エネルギーと位置
エネルギー間のエネルギー変換に対応するのではなく，
運動エネルギーと内部エネルギー間のエネルギー変換
に対応することが明らかになった．
そもそも流体の温度変化に伴って発生する浮力は，流

体に働く重力が増減して生じるわけではなく，流体の膨
張収縮に伴う圧力傾度力の増減によって生じている．こ
のことを考えれば，一見意外とも思える上述の結果は，
むしろ合理的であると言えよう．
他方，例えば流体の塩分変化に伴って発生する浮力

は，主として流体に働く重力が増減することによって生
じる．このことは，塩分変化に伴う浮力のなす仕事が，
運動エネルギーと位置エネルギー間のエネルギー変換
に対応することを示唆している．実際，本稿と同様の
議論を経て，この事実を示すことが可能である 5)．ただ
し，塩分変化を考慮したブシネスク近似の拡張では，連
続の式として (1)を用いることは，流速 uが単位質量の
流体の運動量ではなくなってしまうという意味で，物理
的に妥当でなく，これを別の簡単な式で置き換える必要
があることも同時に明らかとなる．
最後に，本稿 § 3での議論を今一度振り返ってみるこ

とは有意義であろう．そこにおいて我々は，内部エネル
ギーと位置エネルギーの方程式を運動エネルギーの方
程式 (22)と組み合わせて，全エネルギーの方程式 (24)
を導いた．しかし逆に，全エネルギーの方程式 (24)を
前提とし，内部エネルギーと位置エネルギーの方程式
から，運動エネルギーの方程式 (22)を導くこともまた
可能である．この手続きに従えば，質量保存則に矛盾す
る仮定 (2)に頼らずとも，運動方程式 (21)中に浮力項，
すなわち最後の項が必要であることが演繹される．つま
り，ブシネスク近似の下で伝統的に採用されてきた仮定
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(2)は実は不要で，単に運動方程式を導くための方便に
過ぎなかったのである．
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