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ブシネスク近似の多成分系への拡張
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The Boussinesq approximation is originally an approximation for a single-component fluid with a nonuni-
form temperature distribution in a uniform gravitational field. It can be extended to a multi-component
fluid if buoyancy forces caused by the nonuniformity of the composition of the fluid are included in the
equation of motion. However, it turns out that, since the equation of continuity is inviolable, the condition
∇ · u = 0 on the fluid velocity u cannot be imposed in this extended approximation in contrast to the
original Boussinesq approximation. The condition to be imposed instead is presented.
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1 はじめに

ブシネスク近似は本来，一様重力場中で非一様な温度
分布を持つ単一成分流体に関する近似である 1)．この近
似の下では，質量の保存則を表す連続の式は，流体の速
度 uに関する以下の非発散条件で置き換えられる:

∇ · u = 0. (1)

一方，大気や海洋といった多成分系を研究対象とする地
球流体力学では，成分濃度の変化に由来する浮力項を運
動方程式中に含めることで，この近似が拡張されている
2)．この拡張された近似の下でも，非発散条件 (1)は使
用されている．
しかし実は，多成分系に拡張されたブシネスク近似の
下で非発散条件 (1)を課すことは，物理的に見て妥当で
ない 3)．以下では，その理由を順を追って説明すると共
に，多成分系において非発散条件 (1)に代わって課すべ
き条件を明らかにしたい．

2 質量流束密度，運動量，及び流体の速度

初めに質量の保存則を表す連続の式について考えよ
う. 通常そうであるように流体中に質量源が存在しない

とき，流体の密度を ρとして，次の連続の式が成立する:

∂ρ/∂t+∇ · (ρu) = 0. (2)

連続の式にはここに現れている以外の付加的な項は一
切含まれ得ない．このことは Landau & Lifshitzの教科
書 1) 中，§ 49の最終パラグラフにおいて明確に述べら
れているところである．
ところが地球流体力学では，連続の式 (2)はブシネス

ク近似の下では成立することを要しないものと誤解さ
れている 4)．このことは，少なくとも地球流体力学の分
野では，上記の流体力学における基本命題の物理的意
味が正しく理解されていないことを意味している．従っ
て，ほぼ自明と思われる上記命題の証明を示し，この命
題の物理的意味を再度吟味しておくことは，以後の議論
を進めてゆく上で有意義であると思われる．なお以下で
与える証明は，Landau & Lifshitzの教科書中，§ 49の脚
注でごく簡単に述べられている方針に従うものである．
密度 ρの流体を考え，その質量流束密度を j で表す．

流体中に質量源が存在しないとき，次式が成立する 1):

∂ρ/∂t+∇ · j = 0. (3)
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ここで次のように定義される速度 qを導入しよう:

q = j/ρ. (4)

さらに流体の単位質量あたりの運動量を pで表すこと
にする．我々の最初の目標は (3)に基づいて q = pが成
立することを示すことである．
そのためにまず，任意の瞬間 t = t0 において流体中
に任意の体積Ω0をとる．その上で，速度 qで流体中を
運動する多数の点によって構成される体積 Ωtを考えよ
う．我々は Ωt が時刻 t = t0 において Ω0 と一致するも
のと仮定する．
さて体積 Ωtに含まれる質量M は次式で与えられる:

M =

∫
Ωt

ρdV. (5)

この質量M の変化率は以下のように計算できる 5):

dM

dt
=

∫
Ωt

(∂ρ/∂t+ q · ∇ρ+ ρ∇ · q) dV

=

∫
Ωt

(∂ρ/∂t+∇ · j) dV.
(6)

ここで (3)を用いれば次式が得られる:

dM/dt = 0. (7)

この式は (4)で定義された速度 qで運動する体積 Ωtが
物質体積であることを示している．
次に以下の積分で定義される量を考えよう:∫
Ωt

ρrdV. (8)

ここで rは流体が存在する空間の位置ベクトルである．
この量の変化率は，(3)を考慮すれば，以下のように計
算できる 5):

d

dt

∫
Ωt

ρrdV =

∫
Ωt

ρ {∂r/∂t+ (q · ∇)r} dV

=

∫
Ωt

ρqdV.

(9)

一方で rcm を Ωt の重心の位置ベクトルとすれば∫
Ωt

ρrdV = Mrcm. (10)

これから (7)を用いて次式が得られる:

d

dt

∫
Ωt

ρrdV = M
drcm

dt
. (11)

ところが (11)の右辺は物質体積Ωtの運動量である．従っ
て単位質量あたりの運動量 pを使って (11)は

d

dt

∫
Ωt

ρrdV =

∫
Ωt

ρpdV (12)

と書き直せる．この式と (9)を見比べると∫
Ωt

ρqdV =

∫
Ωt

ρpdV (13)

であることが分かる．ところで時刻 t = t0において Ωt

はΩ0と一致するので (13)により，時刻 t = t0において∫
Ω0

ρ(q − p)dV = 0 (14)

が成立することになる．しかるに Ω0 と t0 は任意であ
り，ρ > 0であるので

q = p. (15)

かくして我々の所期の目標は達せられた．この式を (4)
と組み合わせれば，流体の質量流束密度はその流体の単
位体積あたりの運動量である 1) ことが理解される．
ところで流体力学において，流体の速度 uは単位質

量あたりの運動量と定義される 1)．従って (15)より

q = u (16)

が得られる．結局 (3), (4),及び (16)から，流体中に質量
源が存在しないとき，流体の密度 ρ及び流体の速度 u

は連続の式 (2)を満足せねばならぬことが分かる．これ
は当然ブシネスク近似の下でも真である．
では今，ある流体について，流体中に質量源が存在し

ないにもかかわらず，連続の式が成立しないものと仮定
してみよう:

∂ρ/∂t+∇ · (ρu) ̸= 0. (17)

上記の結果に鑑みて，これは次のことを意味している．
すなわち，ρはその流体の密度ではないか，あるいは u

はその流体の単位質量あたりの運動量ではない．

3 単一成分流体に関するブシネスク近似

ブシネスク近似を多成分流体に拡張するのに先立ち，
本節では単一成分流体に関するこの近似の本質を明ら
かにしておきたい．なおこれ以降は，固定境界Σによっ
て囲まれた領域 Ωを満たす流体の一定重力加速度 gを
持つ重力場中での運動を考えることにする．この領域に
は直交座標系 (x1, x2, x3) が設定され，特に x3 軸は鉛
直上向きに取られているものとする．
まずブシネスク近似の下での単一成分流体の密度に

ついて考えてみよう．従来，この近似下で運動方程式を
導く際には，流体の密度は摂動温度の一次関数であると
仮定されてきた 1)．ところが，非発散条件 (1)と共にこ
の仮定を採用すると，連続の式 (2)は一般には成立しな
くなる 3)．流体の速度がその定義通りに単位質量あたり
の運動量であるとすると，前節の結果に照らして以下の
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結論が導かれる．すなわち，ブシネスク近似下での流体
の密度は摂動温度の一次関数ではない．
実はブシネスク近似の下での単一成分流体の密度は，
一定値 ρ0 であると考えられる 3):

ρ = ρ0. (18)

ただし同時に，流体の熱膨張係数 β はゼロではないも
のと仮定する必要がある:

β = v−1(∂v/∂T )p ̸= 0. (19)

ここに v = 1/ρは流体の比容であり，T 及び pはそれ
ぞれ流体の温度と圧力を示している．
流体の密度が (18)で与えられるときには，非発散条
件 (1)を課すことで連続の式 (2)が成立し，よって流体
の速度が単位質量あたりの運動量であることが保証さ
れる．さらに，重力加速度がゼロとなる極限において流
体が単なる非圧縮性流体に正確に帰着することになり，
至って合理的である．
一方，(18)により流体の位置エネルギーは不変となる:

d

dt

∫
Ω

ρgx3dV =
d

dt

∫
Ω

ρ0gx3dV = 0. (20)

すなわちブシネスク近似の下では，位置エネルギーと他
のエネルギー形態との間のエネルギー変換は生じない．
地球流体力学では従来，ブシネスク近似下で流体の温
度変化に伴って運動方程式中に現れる浮力のなす仕事
は，運動エネルギーと位置エネルギー間のエネルギー変
換に対応するものと信じられてきた 6)．これが単なる誤
解に過ぎないことが上述の結果から理解される．次節に
おいても確認するが，実はこの流体の温度変化に起因す
る浮力のなす仕事は，運動エネルギーと内部エネルギー
間のエネルギー変換に対応するのである 3)．この結論は
決して驚くべきものではなく，物理的には至極当然であ
ることを以下では説明したい．
まず注意すべきことは，ブシネスク近似の下で浮力と
呼ばれるものは，アルキメデスの原理に言うところのい
わゆる浮力ではなく，流体に鉛直下向きに働く重力と，
静水圧に由来して鉛直上向きに働く圧力傾度力との不
均衡により生じる力である，という事実である．これら
の力のうち，静水圧に由来する圧力傾度力が，いわゆる
浮力と呼ばれているものである．
さて，ある流体塊をとり，これを加熱（冷却）したと
しよう．このとき流体塊は膨張（収縮）し，その結果こ
の流体塊に働く静水圧由来の圧力傾度力は増加（減少）
するであろう．圧力傾度力が流体塊の体積に比例するか
らである．一方で流体塊に働く重力は，それが流体塊の
質量に比例するゆえに，不変である．結果としてこれら
二力の間には不均衡が生じ，流体塊には鉛直方向に力が
働くことになる．

以上の考察から，ブシネスク近似下で流体に働く浮力
の実体は余剰な静水圧由来の圧力傾度力であると解さ
れる．ところが固定境界によって囲まれた領域内で圧力
傾度力のなす仕事は，一般に運動エネルギーと内部エネ
ルギー間のエネルギー変換に対応する 7)．かくしてブシ
ネスク近似下で流体に働く浮力のなす仕事は，運動エネ
ルギーと内部エネルギー間のエネルギー変換に対応す
ることになるのである．

4 多成分流体に関する拡張されたブシネスク近似

前節までの議論を踏まえて，本節ではブシネスク近似
を多成分流体に拡張することを試みる．ただし一般化は
容易なので，以下で扱う多成分流体は，水と塩（えん）
とから成る二成分系とみなした海水であると考える．物
理的な状況は前節と同じものを想定し，以降は正の x1,
x2, x3軸方向の単位ベクトルを e1, e2, e3で示すことに
する．また，添字 i, j, . . .は数字 1, 2, 3を表わし，総和
の規約が用いられることを注意しておく．
まず，考える流体の塩分 c，すなわち流体の単位質量
あたりの塩の質量は，流体中でごく僅かしか変化しない
ものと仮定する．これに応じて，ある一定の基準塩分を
c0，この塩分からの僅かな偏差を c′として，cを以下の
ように表現する:

c = c0 + c′. (21)

塩分 cの従う方程式は，物質微分を D/Dtで，塩の拡
散流束密度を iで表すとき，次式で与えられる 1):

ρDc/Dt = −∇ · i. (22)

なお，流体を構成する水と塩の流束密度は，iと流体の
速度 uを用いて，それぞれ ρ(1− c)u− i及び ρcu+ i

で与えられることに注意すべきである．また流体の化学
ポテンシャル 1) を µで示し，流体の温度 T ,圧力 p,及
び塩分 cの関数とみなす:

µ = µ(T, p, c). (23)

ただし T 及び pも，本来のブシネスク近似と同様 1)，ご
く僅かしか変化しないものと仮定する．従って T は

T = T0 + T ′ (24)

と書くことができる．ここに T0は適当な一定の基準温
度で，T ′ は T0 からの微小なずれを表す. 同様に pは，
p′ を微小な摂動圧力として，以下のように表現される:

p = p0 + p′. (25)

ここに p0 は次式で定義される静水圧である:

p0 = −ρ0gx3 + constant. (26)
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次に，この流体の密度について考えよう．塩分の微小
偏差 c′ が流体全体に亘って一定であるときには，当然
前節と同様に流体の密度はある定数に等しいとすべき
であろう．しかしながらこの定数は，c′の関数であって
も差し支えない．そこで，c′が微小であることから，以
下のようにおくことにする:

ρ = ρ0 + ρ0βcc
′. (27)

ただし塩分収縮係数 βc = ρ−1(∂ρ/∂c)T,p は定数とみな
す．このとき，連続の式 (2)を

ρ−1Dρ/Dt+∇ · u = 0 (28)

と書き直せば分かるように，一般には∇·u ̸= 0となる．
連続の式 (2)と密度の式 (27)を用いると，この流体の
位置エネルギーの方程式が以下のように導かれる:

d

dt

∫
Ω

ρgx3dV =

∫
Ω

(ρ0gu3 + ρ0βcc
′gu3)dV. (29)

ただし ui で流体の速度 uの xi 軸方向の成分を示すと
共に，簡単のため，領域 Ωの固定境界 Σ上で，外向き
単位法線ベクトルを nとして，u ·n = 0を仮定してい
る．上式右辺の積分中に二つの項が存在することから，
前節とは異なり，位置エネルギーと他のエネルギー形態
との間にエネルギー変換の生じることが理解される．積
分中の２項のうち，第１項は位置エネルギーと内部エネ
ルギー間のエネルギー変換に対応している．以下ではま
ず，この事実を確認してみたい．
流体の内部エネルギーの方程式は，熱輸送の一般式 1)

ρT
Ds

Dt
= τij

∂ui

∂xj
−∇ · q + µ∇ · i (30)

から導くことができる．ただし s は流体の比エントロ
ピー，τij は粘性ストレステンソルの成分，qは熱流束
密度を示している．なお上式の右辺第１項は，粘性散逸
に伴う加熱項である．
さて今，sを温度 T ,圧力 p,及び塩分 cの関数とみな
すとDs/Dtは次のように表現できる:

Ds

Dt
=

(
∂s

∂T

)
p,c

DT

Dt

+

(
∂s

∂p

)
T,c

Dp

Dt
+

(
∂s

∂c

)
T,p

Dc

Dt
.

(31)

ここで，流体の定圧比熱を cpとして (∂s/∂T )p,c = cp/T

であり，(∂s/∂p)T,c = −(∂v/∂T )p,c = −vβとなること，
及び (∂s/∂c)T,p = −(∂µ/∂T )p,cと書ける 1)ことに注意
する．我々は T , p,及び cがごく僅かしか変化しないも
のと仮定しているので，これらの係数は T = T0, p = p0,
及び c = c0 において評価して良かろう．このとき (24)

と (25)を用いれば
Ds

Dt
=

cp0
T0

DT ′

Dt

− v0β0

(
Dp0
Dt

+
Dp′

Dt

)
−

(
∂µ

∂T

)
p,c

Dc

Dt

(32)

を得る．ただし v0 = 1/ρ0 且つ

cp0 = cp(T0, p0, c0), β0 = β(T0, p0, c0) (33)

であり，(∂µ/∂T )p,cもまた T = T0, p = p0,及び c = c0

で評価されているものとする．なお cp0 及び β0 は一般
に，p0 を通じて x3 の関数であっても差し支えない．
他方，sを比内部エネルギー e,比容 v,及び塩分 cの

関数とみなせば，(∂s/∂c)e,v = −µ/T であるので，上
と同様にして

Ds

Dt
=

1

T0

De

Dt
+

p0
T0

Dv

Dt
− µ0

T0

Dc

Dt
(34)

が得られる．ここに µ0 = µ(T0, p0, c0)である．
よって (32)と (34)を (24)と共に用いれば

ρT
Ds

Dt
= ρT0

Ds

Dt
+ ρT ′Ds

Dt

= ρT0

{
1

T0

De

Dt
+

p0
T0

Dv

Dt
− µ0

T0

Dc

Dt

}
+ ρT ′

{
cp0
T0

DT ′

Dt
− v0β0

(
Dp0
Dt

+
Dp′

Dt

)
−
(
∂µ

∂T

)
p,c

Dc

Dt

}
(35)

を得る．ここで (26)により Dp0/Dt = −ρ0gu3 である
こと，また (28)により ρDv/Dt = −ρ−1Dρ/Dt = ∇·u
であることを考慮すると，プライムのついた変数につい
て一次までの近似で

ρT
Ds

Dt
= ρ

De

Dt
+ p0∇ · u+ µ0∇ · i+ ρ0β0T

′gu3 (36)

が得られる．ただし (22)を用いた上で，さらに (21)と
(22)により∇· iが一次の微小量となることを利用した．
この結果を熱輸送の一般式 (30)に代入すると

ρ
De

Dt
= −p0∇ ·u+ τij

∂ui

∂xj
−∇ · q − ρ0β0T

′gu3 (37)

が出てくる．ただし二次の微少量となる (µ − µ0)∇ · i
は無視している．ここで，さらに連続の式 (2)と
−p0∇ · u = −∇ · (p0u) + u · ∇p0

= −∇ · (p0u)− ρ0gu3

(38)

とに注意して，(37)を領域 Ωで積分すると，以下の内
部エネルギーの方程式が求められる:

d

dt

∫
Ω

ρedV =

∫
Ω

τij
∂ui

∂xj
dV −

∫
Σ

q · ndS

−
∫
Ω

(ρ0gu3 + ρ0β0T
′gu3)dV.

(39)
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上式を位置エネルギーの方程式 (29)と比べれば，(29)
の右辺積分中の第１項が，上式最後の積分中に符号を変
えて現れることが見て取れる．かくしてこの項が位置エ
ネルギーと内部エネルギー間のエネルギー変換に対応
することが確認された．
さて (29)と (39)に存在するその他の項のうち，(39)
の右辺第２項は境界Σを横切る熱輸送を表している．残
りの項は，運動エネルギーと位置または内部エネルギー
間のエネルギー変換に対応するはずである．このことを
手がかりとして，今考えている流体に対する運動方程式
を導くことができる．
まず，重力の存在下で今考えている流体に作用する力
は未知であるとの前提に立ち，重力加速度がゼロの極限
での運動方程式を考える:

ρ
Du

Dt
= −∇p′ +

∂τij
∂xj

ei. (40)

ここで (29)と (39)を考慮すると，重力の存在下では (40)
を以下のように修正すれば良いことが容易に分かる:

ρ
Du

Dt
= −∇p′+

∂τij
∂xj

ei+ρ0β0T
′ge3−ρ0βcc

′ge3. (41)

右辺第３項が流体の温度変化に伴って生じる浮力を，第
４項が塩分変化に伴って生じる浮力を表している．
実際 (41)からは，プライムのついた変数について一
次までの近似で，運動エネルギーの方程式

d

dt

∫
Ω

1
2ρ|u|

2dV

=

∫
Σ

uiτijnjdS −
∫
Ω

τij
∂ui

∂xj
dV

+

∫
Ω

(ρ0β0T
′gu3 − ρ0βcc

′gu3)dV

(42)

が導かれる.ただし連続の式 (2)を用い，さらに (27)と
(28)により∇ ·uが一次の微少量となることを利用して
いる．上式最後の積分中で，第１項は流体の温度変化に
起因する浮力のなす仕事を，第２項は塩分変化に起因す
る浮力のなす仕事を表している．
上式と内部エネルギーの方程式 (39)を比較すると，上
式最後の積分中の第１項が (39)の最後の積分中に符号
を変えて現れることが分かる．このことは，流体の温度
変化に起因する浮力のなす仕事が，運動エネルギーと内
部エネルギー間のエネルギー変換に対応することを示
している．同様にして，流体の塩分変化に起因する浮力
のなす仕事は，運動エネルギーと位置エネルギー間のエ
ネルギー変換に対応することも理解される．
他方 (41)は，プライムのついた変数について一次ま
での近似で，以下の方程式と等価であることが分かる:

ρ0
Du

Dt
= −∇p′ +

ρ0
ρ

∂τij
∂xj

ei

+ ρ0β0T
′ge3 − ρ0βcc

′ge3.

(43)

この方程式は海水に対する運動方程式としてよく知ら
れるものの一つである 2)．ただし通常，右辺第２項の因
子 ρ0/ρは 1と同一視される．我々は (43)を拡張された
ブシネスク近似の下での運動方程式として採用しよう．
最後に，(42)に (29)及び (39)を加えると
d

dt

∫
Ω

ρ
(
1
2 |u|

2 + gx3 + e
)
dV

=

∫
Σ

uiτijnjdS −
∫
Σ

q · ndS
(44)

が得られる．この式によれば，流体の全エネルギーの変
化は，境界 Σに働く粘性力によりなされる仕事と，Σ

を横切る熱輸送とによって生じることになり，極めて合
理的である．
なお，本節のエネルギー収支に関する議論において，

β0 = 0と仮定した上で−c′を「温度偏差」とみなすと，
その結果得られるエネルギー収支は，Mihaljan (1962)に
よって提示されたもの 8) と形式的に一致することを付
記しておく．

5 拡張されたブシネスク近似下での流速に関する条件

前節の議論で我々は，多成分流体に拡張されたブシネ
スク近似の下で，一般には非発散条件 (1)は成立しない
ことを見た. 実際，流体の密度が (27)で与えられるにも
かかわらず非発散条件 (1)の成立を仮定すると，連続の
式 (2)が一般には成立しなくなることは容易に確かめら
れる．§ 2で見たように連続の式 (2)は不可侵であるか
ら，拡張されたブシネスク近似の下で，我々は非発散条
件 (1)を一般には課し得ないことになる．
では非発散条件 (1)に代わっていかなる条件を採用す

べきかを考えてみよう．まず (22)に (21)と (27)を代入
すると，プライムのついた変数について一次までの近似
で，次式を得る:

ρ0Dc′/Dt = −∇ · i. (45)

同様にして，(28)からは次式を得る:

βcDc′/Dt = −∇ · u. (46)

結局，これら二つの式より次式が従う:

∇ · u = (βc/ρ0)∇ · i. (47)

かくして我々は，多成分流体に拡張されたブシネスク近
似の下で非発散条件 (1)に代わって課すべき条件 (47)を
見出した．この条件は多成分流体の速度 uが，その定
義通りに単位質量あたりの運動量であることを保証す
る条件である．
この結果から，拡張されたブシネスク近似の下で，い

かなる場合に非発散条件 (1)の使用が正当化されるかが
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分かる．すなわち，例えば内部重力波のように流体の
構成成分の拡散が無視できる短い時間スケールの現象
を記述する際には，i = 0とみなせるので，非発散条件
(1)の使用は正当化される．もちろん，本来のブシネス
ク近似に帰着する c′ = 0の場合にも，非発散条件 (1)の
使用が正当化されることは言うまでもない．
一方で，例えば海洋中の熱塩循環のように千年を超え
る長い時間スケールを持つ現象を議論する際に非発散
条件 (1)を課すことは，物理的見地からは，到底認めら
れない．

6 議論

ブシネスク近似を多成分系に拡張することは，系の構
成成分の濃度変化に由来する浮力項を運動方程式中に
含めることで可能である．他方，この拡張された近似の
下で非発散条件 (1)を課すことは，一般には許されない
ことが明らかとなった．連続の式 (2)の不可侵性がその
理由である．

§ 2で見たとおり，連続の式 (2)の成立は質量の保存
則の成立のみを意味するものではない．それは同時に，
運動方程式中に現れる流体の速度 uが流体の単位質量
あたりの運動量であることを保証する．従って連続の式
(2)が成立して初めて，運動方程式は運動量の保存則を
表すことになるのである．
また § 4の議論では，|u|2/2が流体の単位質量あたり
の運動エネルギーであると暗黙のうちに仮定されてい
る．ところがこの仮定は，uが流体の単位質量あたりの
運動量であることを前提としている．従ってこの仮定の
正当性もまた，連続の式 (2)の成立により初めて保証さ
れることになる．
そもそも流体力学の方程式は，単なる偏微分方程式で
はない．それは何らかの物理法則の数学的表現であり，
連続の式 (2)が成立することを前提として定式化されて
いる 5)．従って連続の式 (2)が成立しないと，方程式と
物理法則との間に本来存在するはずの関係が断ち切ら

れてしまうのである．
しかるに現状では，多成分系においても非発散条件

(1)が課され，連続の式 (2)の成立は要求されていない．
その結果，多成分系の成分濃度と温度とは理論上全く
等価に扱われている 2)．しかし冷静に考えてみれば，光
速どころか音速でさえも無限大の極限で，質量を持つ
物質と質量を持たない熱とを全く等価とみなすことは，
やはり不合理であると言わざるを得ない．
最後に，拡張されたブシネスク近似の下での運動方程

式 (43)について再考しておこう．§ 4で見たように，こ
の運動方程式は絶妙なエネルギーバランスの上に構築
されている．よってこれを修正する余地は，たとえ存在
するにせよ極めて限られているものと思われる．とり
わけ，定性的議論に基づいて安易に方程式中の浮力項を
「精密化」する試みには，物理的な正当性を見出し得な
いであろうことをここで指摘しておきたい．
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